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CINEMATICA de la Particula

AN=P-F Vo= AIAt = V.= dV/dt 3 = AVIAL — 3 = dVdt
MRU: X=*vtz*x MRUV:  x =+ %at+tv.t+x v=tat+tyv
Tiro oblicuo: 'y = -% g [x/v, ] + x. tg@ y, < (v.12g) - g x,I2v]
Velocidad y aceleracion angular: @, = AB/At ; @ = dO/dt ; o = Aw/At ; a = d’0/dt’
Movimiento circular: Ro=v a=VvV.o a, = dv/dt
MCU: f=N°rev/At ; T=At/N°rev; f=1/T ; 0= t+0 ; s=ftv.tts ; a=v.o
MCUV:  e=toattwe, ;: 0=t%at+te,.t+0 ; v=ta.ttv,; a=Ra: a=vR

s=t%a . t'tv.t+s
Radio del circulo osculatriz: p=[(1+y ., )"y ",

. . > > > > > >
Movimientos relativos: Vin = Vi TV, wa = 4, t 3,
DINAMICA de la Particula

T=mvV Z?: dpldt = m. % f.=w.N
MAS: x(t) =A.sen(wt+d) ; a=-0.x ; F=-kx ; v==xo0 (A -x)"
MCAS: a=-o.Asen(wt+d) a_=Vip = [ A cos(wt+3)'/p
Péndulo simple: T =211 (Ug)"”
9
Sistemas No Inerciales: 2t - m3 [ m. A
TRABAJO y ENERGIA de la Particula
9
dw, = f.dr W, = YdW, = [f.drcos® = [(f,.dx + f dy +f,.dz)
W, = +P. H W, = -uN. L W, = %k (x-x")
Teorema Trabajo-Energia: Sl W,=AEke SNL: W, .+Wr=AEc ; Ec = bm. Vv
Fuerza conservativa: oF /ox = 8F /6y  OF/ox = OF/6z  oF /oy = OF /6z
Ep,=-Wr._ . . Ev=Ep+Ec =cte., sisolo ejecutan trabajo fuerzas conservativas ; Pot = dW/dt
(Ref D> A)
SISTEMAS de PARTICULAS

> >

z Fext = d(?sws)/dt Kis = 2 rni' ?I z Fext = m'?CM I?CM = 2 ml?/ m

9 F
o= [dm.Tildm ; JR.dt = . ;Te: AB. : Wi+ Wi= Afc, : Ec.= Im.v’

™

Colisiones: Ec,, = Ec, + AQ r=-(v,-v)/(u-u)
vi = [(m-r.m)/(m +m)].u + [m.(l+r)/(m + m)].u,
v, = [m.(l+n)/(m+m)] .u + [m-r.m)/(m + m)].u,
AEc, = % [m,.m,/(m+m)].(usu). (F-1)
> >
Masa variable: 7 = (Ziﬁfrm)/M ot = q.T/>r ; qg=dm/dt ; M=M-q.t
> >
M’ :_r>°/\f _E):E/\ﬁ

> > >
Particula:  M°, = dl/dt Sistemas de particulas: M’ = dl/dt ; [, = XL



CUFRPO RIGIDO

> > > v
F=1"+™AmV, : =@l : I'=]dn. ; dm=dvol).5 : SM" = I.a
Steiner: F=1"+m.d Teorema de la Figura Plana: F=r+r
Péndulo fisico: T = 2L (17 m. g. d )" Centro de percusion: D=1I/md
> > > ,
VvV, =V,.+V, V, = I,.® Rodadura: v, = R ® a, = Ra
Ec=tvmv,/ +%1™Ma& ; TW,_ = Ak
Wf = Wftras. + Wfrotac. = i f d i_ MfCM ° Ae ; Wfr = O
2 > 2> o e
G =M. dt G, = AL G =r1n]
Precesion: Q=mg.D/I" ®
. . 2 2 > vyt 2 YOV o
Sistemas No Inerciales:  2Xf+f = m.aj, ; XM+ M’ = dl/dt ; XM +M’, =" a

FLUIDOS IDEALES

p:_l?/? X vdpv:Sf.g.dy dp = §,.(a+g) dy
E=dm.(a+g)"” tg B = - dy/dx = alg
5,.S.v,=38,.5,.v, p+8.g8y +%hd.v =
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Muchos son los buenos textos que contienen los temas de Fisica I , recomendables para la consulta
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; Por qué el amor a la fisica ?
Una experiencia personal

A mi de nifio me pasaban cosas. Como todos los nifios, claro, yo imaginaba situaciones en
base a los datos que mi cerebro iba adquiriendo, ingresados mds por el lado de los
sentimientos que por el de la razon. Y, seguramente como la mayoria de los adultos, guardo el
recuerdo de alguna de esas situaciones imaginadas por lo que fueron de impactantes en el
tierno ser que el nifio albergaba.

Fui criado en una familia de cristianos, con solidos conceptos del deber, de la verdad, de la
solidaridad y de |a egoista idea de ser bueno para ganarse el cielo. Habia que tener tal o cual
comportamiento porque Dios asi lo queria. Aquel, el creador de todo, lo de la Tierra y también
lo del cielo, se ocupaba de mi, vigilando que no me descarrilara.

Pero un dia (debe haber sido a los 6 ¢ 7 afios) intenté imaginar el principio de la existencia:
dice Dios “abracadabra” y comienzan a formarse las cosas. No importa el orden de las
apariciones; pero era una orden de Dios ... Y senti un estremecimiento en la columna
vertebral, como un cosquilleo en la parte central de la espalda, bien debajo de la piel e
incontrolable, cuando me animé a preguntarme: “pero Dios, ;de dénde salié? ;Quién lo cre6?
;Como fue realmente el principio? ... ;¥ cémo pudo aparecer de la nada 7 ”

Atribuyo aquel estremecimiento, que se repitid muchas veces en mi nifiez al abordar el viaje
al infinitamente lejano e incomprensible “principio”, simplemente a un proceso que se
generaba por la intensidad de la abstraccion, por lo novedoso que le resultaba al sistema
nervioso enfrentar un dilema. Nada mds. No hubo “control externo” (digo, celestial) para
que no me animara a meterme en asuntos relativos al génesis.

Desde la adolescencia soy agnéstico y mi vida de varias décadas (ya son muchas,
lamentablemente) es una prueba de que se puede ser feliz prescindiendo absolutamente de las
cuestiones religiosas. De manera que, libremente, sin prejuicios provenientes de formaciones
culturales de este tipo, sigo pensando cada tanto en como fueron las cosas en los albores del
Universo ... Al menos, de éste Universo, el que observamos dificultosamente desde esta casi
inapreciable particula del Cosmos a la que alguna vez bautizamos Tierra.

Recurro frecuentemente a la idea del Big Bang, del Universo constrefiido en un punto, una
“singularidad” , segun las matematicas y los cientificos. Una fraccién de segundo en la cual,
hace unos 13 700 000 000 de afios, se libero toda la masa y la energia universal generando el
espacio y el tiempo ... y las leyes que los rigen ... Y en ese estado de abstraccion extrafio
aquel sentimiento medular que por alguna razén bioquimica nunca mds aparecid; pero disfruto
del placer de compartir y apreciar el esfuerzo de miles de pensadores que, ladrillo por ladrillo, a
lo largo de los dltimos siglos, en base al descubrimiento y al dominio de estas leyes,
construyeron y socializaron el conocimiento de cdmo es la estructura de las galaxias y las
estrellas que nos engendraron.

El estudio de estas leyes y su manifestacion en la naturaleza o aplicacién en la tecnologia es el
dominio de la fisica. Entonces, ;como evitar el sentimiento de atraccion y afecto hacia la
materia prima de todas las ciencias, la argamasa de leyes de las ciencias naturales?



La fisica investiga, demuestra y dice: “esto es asi”. El “por qué” las leyes fundamentales son
asi pertenece al territorio de la especulacion o de la fe. En todo caso, aquel Big Bang puede
que tenga parte de la respuesta ...

Entre las leyes o Principios bdsicos hasta ahora descubiertos, este texto solo se ocupa de
aquellos que tienen que ver con algo de lo que percibimos del mundo, lo que practicamente
responde a la intuicién. El electromagnetismo, las omnipresentes ondas, la teoria cudntica, la
termodindmica, la teoria general de la relatividad ... se tratardn en otros capitulos de la fisica,
en otros cursos de ingenieria. El campo gravitatorio aqui considerado es insignificante, no
estara generado por enormes estrellas o algln agujero negro, y por lo tanto no alcanzard a
modificar sustancialmente el espacio-tiempo; tampoco sera importante la velocidad de las
particulas, a la que consideraremos despreciable frente a la de la luz para que las masas puedan
ser supuestas constantes. Y no nos meteremos en lugares atomicos: las posiciones de
nuestras particulas no sufrirdn otras incertezas que las provenientes de los errores impuestos
por el instrumento de medida y por el experimentador ... entre otras simplificaciones.

De manera que ... ja disfrutar de la posibilidad de predecir el destino de una esfera lanzada
i
girando sobre una mesa, pero a prepararse bien, que luego viene lo mejor! ...

Roberto Stimler
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CINEMATICA
de la Particula






Lo que desarrollaremos a continuacion no es el contenido de un texto para aprender fisica. Es
solo un complemento de lo que se puede encontrar en los muy buenos libros que desde la
catedra Fisica | recomendamos. Figuran en esta propuesta los lineamientos tedricos bdsicos,
la resolucion de problemas (con el enunciado de las leyes que han de aplicarse, repetido hasta
el cansancio a lo largo del texto, y con el uso de uno o mds sistemas de referencias -
apropiados o no — a efectos de practicar con los mismos), y el comentario surgido de las
dudas que los alumnos manifiestan periédicamente.

En el capitulo de DINAMICA de la Particula veremos cuestiones relativas a Sistemas de
Unidades de Medida. Mientras tanto, y a menos que se aclare lo contrario, usaremos las
unidades correspondientes al Sistema Internacional, Unico “legal” en la Argentina, a
través del Si. Me. L. A. .

Seguiremos el orden con el que se dicta la materia porque, entre otras razones, estd
incorporado a nuestra metodologia de ensefianza (nuestra costumbre), y porque parece mas
l6gico comenzar a estudiar lo que le sucede a una particula que lo que le sucede a muchas de
ellas.

CINEMATICA de la Particula

A proposito, ;qué es una
PARTICULA ?

;Es algo necesariamente pequefio? ;En qué circunstancias decimos que una persona
caminando, o un vehiculo, son una particula? ...

Cuando un mévil (inanimado o no) es pequerio frente al camino que va desandando, y no nos
interesa su forma, su color, o si va girando, decimos que es una particula. El planeta Plutén,
visto desde la Tierra y considerado un punto en su ecliptica, es una particula; un auto, un
animal, una piedra, ... , si se mueven y no consideramos sus vibraciones o rotaciones, son
particulas.

Aclarado esto, veamos qué le puede suceder a una persona (particula, por ahora): puede
permanecer en un lugar, o moverse.

Para aseverar que sucede una u otra cosa, debemos “referirnos” a algo. Por ejemplo, puedo
estar parado, quieto, al lado de una vidriera, mientras que un sefior, desde la Luna, me ve en

movimiento junto con la vidriera.

Surge entonces la necesidad de definir el lugar desde donde observamos.

SISTEMA DE REFERENCIAS
(o “punto de vista™)

Este es un lugar en el que fijaremos tres ejes perpendiculares entre si unidos en un punto -
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origen de coordenadas - para sefialar, respecto de éste, si esta quieta o no la particula, o codmo
se mueve dentro del espacio de tres dimensiones. Los ejes perpendiculares serdn dos si nos
referimos a particulas ubicadas en un plano, y uno solo si se trata de algo que solo puede
moverse en una dimensién (una recta), con la que haremos coincidir el eje de referencias.

Por ejemplo, si soy “una particula” que se desplaza entre las calles de la ciudad, bastard
con fijar un sistema de referencias “en el plano”, con dos ejes (pueden coincidir con las calles
San Martin y La Rioja, por ejemplo), para ubicarme instante a instante. Si estoy en Rivadavia y
San Luis, mi ubicacién estara dada por el

VECTOR POSICION (F)

que va de San Martin y La Rioja (origen) a Rivadavia y San Luis. En la practica decimos que
nos encontramos a 100 m de San Martin y a 300 m de La Rioja. Estas serian las
“coordenadas” x e y del vector posicion en cuestién, cuyo médulo (o intensidad)
representaremos con r y mediremos en metros (m).

[ Véase el Apéndice: “Vectores: su adicion y sus propiedades”._>)’ otese la diferencia en
concepto y escritura de vector (3), vectores componentes (A, , A, A,) componentes

ortogonales o coordenadas (A, A, . A;), y médulo (A).]

Ahora bien. Estaremos en la esquina mencionada en que nos encontramos,
independientemente de que se nos ocurra fijar la posicion respecto de San Martin y La Rioja, o
respecto de Belgrano y la costa, por ejemplo. Pero si tomamos esta Ultima referencia, el vector
posicion serd otro; mi sistema de referencias serd distinto. Podré contar el cuento de otra
manera, pero lo real es que me encuentro en Rivadavia y San Luis. No obstante, para poder
entender sin confusiones cémo es mi marcha, como es mi trayectoria (el camino real
desandado) fijo cualquier sistema de referencias, pero luego lo respeto y no lo cambio. En el
ejemplo, seguird siendo el de las calles S. Martin y La Rioja.

Si unos segundos después me encuentran en Mitre y Moreno, mi posicién estara dada por otro

vector pos_i)cién, que también arranca en San Martin y La B}ioja. La resta entre este vector
posicion ( f, ) y el que correspondia a mi ubicacion anterior (T, ) es el

DESPLAZAMIENTO ( AT)

definido como: ., que es también un vector.

Notese la diferencia entre la definicion de “desplazamiento” y la de “trayectoria” : solo en
algunos casos coinciden el segmento del desplazamiento y la trayectoria. Mientras que el
desplazamiento es un vector (véase el grafico siguiente), la trayectoria es el camino recorrido
(pude haber caminado por San Luis hasta Moreno y luego por ésta hasta Mitre, o haber
logrado el mismo desplazamiento caminando por otras calles). Por otra parte, en lo sucesivo
usaremos la letra A para hablar de “variacion” de la magnitud fisica representada por la letra
que le sigue a “A”. En este caso hay una “variacion de posicién” dada por la resta entre el
vector posicién “posterior” (_r>2) y el vector posicion “anterior” (?l).

24
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Y 4 = -
<
5, & § 8
2 (3] =]
Y, S 3 3 § San Luis
At
Y, Mitre
wv >
:E 1 // r H. Irigoyen
g
La Rioja
ol x X, X

> >
- = AX = X, - X ; Ay =y, -V,

9

Ar =
Ahora, mi cambio de posicion desde Rivadavia y San Luis a Moreno y Mitre, caminando o no
en zigzag, pude haberlo realizado en unos segundos o en varios minutos, y hasta en horas.
Esto obliga a definir otra magnitud fisica que llamamos

VELOCIDAD MEDIA

Por definicion: \_,>m — ATAt

es el cociente entre el desplazamiento AT y el tiempo At en el que aquel se produjo.

Asi definida, la velocidad media es un vector, resultado del cociente entre un vector (el
desplazamiento) y un escalar (el tiempo). De manera que nada tiene que ver con la
“velocidad media o promedio” de la que hablamos al comentar carreras de autos, por ejemplo,
que tiene en cuenta la trayectoria, el camino real de la particula (que no es un vector). Piensa
en cudl es el desplazamiento de un auto desde que arranca hasta que vuelve a pasar por el
mismo lugar en la proxima vuelta, y luego remitete a la definicion que hemos dado.

Pero, si en vez de preocuparnos por la velocidad media de la particula correspondiente a un
movimiento de 2 minutos, o a otro de 10 segundos, o a un tercero de una centésima de
segundo, nos interesa la velocidad correspondiente exactamente al instante 9.38 hs., p. ej., en
el que la particula pasa por determinado punto (es decir, a un movimiento durante un
“infinitesimalmente” pequefio intervalo de tiempo en torno a esa hora), debemos hacer

. > .
tender At a cero en la definicion de v_. Se obtiene entonces la

VELOCIDAD INSTANTANEA (V)

v = lim (AT/At) - dridt

At =—> 0

que es un vector tangente a la trayectoria en el punto por el que pasa la particula en el instante
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considerado:

y

A

eeeeececes trayectoria

v

i Al modulo de este vector lo llamaremos rapidez !

La unidad de medida de la rapidez (y del modulo de la velocidad media) se obtiene del
cociente entre las unidades de medida del modulo del desplazamiento y del tiempo:

[v] = [Ar]/[t] = m/s

Y la rapidez, la que vulgarmente llamamos simplemente velocidad, puede tener valores
pequefios hasta enormemente grandes dado que se obtiene de un cociente incremental:
si bien el “incremento” de tiempo debe tender a “cero”, durante ese intervalo el
desplazamiento puede adquirir valores enormes. Piénsese que la luz tiene una rapidez de unos
i 300 000 km/s !

Demostracion de que U es tangente a la trayectoria: Observa que, en general, el
vector “desplazamiento” corta a
la trayectoria en dos o mas puntos. (Es decir, el vector “velocidad media” también la corta en
esos dos o mds puntos.). ¥ que a medida que nos interesamos por una velocidad media
correspondiente a movimientos durante tiempos cada vez mas cortos, el vector V)m , por lo
general secante a la curva “trayectoria”, tiende a confundirse con la misma; pasa a ser
tangente cuando se transforma en velocidad instantdnea (cuando el At tiende a cero) :

y“

my
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En la figura podemos observar cémo la velocidad media correspondiente al intervalo A-B
puede ser mayor que la velocidad media del intervalo A-D, independientemente de que

At < At, oque ‘A_ri | > ‘A_f | ¥ como A_r>1 se transforma en d?l tangente a la trayectoria,
cuando At = 0.

At, es el tiempo que tardo la particula parairde A a B por la trayectoria indicada.

At, es el tiempo que tardd la particula para irde A a C por la trayectoria indicada.

At, es el tiempo que tardo la particula parairde A a D por la trayectoria indicada.

Si la trayectoria es una curva en el espacio, el vector velocidad sera un vector en el espacio,
> .

con componentes v, , v, , Vv, . Cada componente de Vv es una derivada de la componente

respectiva de la posicion:

v, = dx/dt ;v = dy/dt ; v, = dz/dt

. . .. . >
Por ejemplo, en la figura de la pagina anterior, Vv, representa la velocidad instantanea de la

. >
particula cuando pasa por el punto A . Se calcula: Vv, = dr/dt| Y, si se trata de un
movimiento en el plano, como indica la figura, esta veloc1dad tiene Ias componentes:

v, = dx/dtl, v, = dy/dtl,

Por otra parte, nétese en los graficos siguientes cémo la posicion depende del sistema de
referencias adoptado (y - x o y - x") ., mientras que el desplazamiento, |a velocidad media y
la velocidad instantdnea no son dependientes de éste. Analiza la cuestion y deduce a qué se
debe ...

X 0

A

y“ kv

A
y“ Y

n<‘1'

eo e,

VV

\ 4

A medida que la particula se mueve, va cambiando el vector posicion y se obtienen distintas
lecturas de su proyeccion sobre los ejes x ,y, z . Es decir, varian las coordenadas x .,y , z
con el transcurrir del tiempo. Podemos escribir:

=f@), y=1@t), z=1(@1)
A estas funciones las [lamamos ecuaciones horarias, cuyas representaciones graficas son los
GRAFICOS HORARIOS
En general, la particula puede moverse de infinitas maneras. Si camino por una calle

mirando vidrieras, por ejemplo, puedo detenerme, volver para atrds, detenerme de nuevo y
regresar con velocidades crecientes. Este movimiento sobre la recta (una calle) seria algo asi:
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calle A0
[
t
x = f(t)
~ calle
X 0

Si camino serpenteando las calles, serdn dos los gréficos horarios:
x = f(t) e y = f(t)

Para simplificar, sigamos analizando el movimiento sobre una recta a la que, como deciamos,
haremos coincidir el eje de referencias x (a veces y o z). Si en un punto del grafico horario
trazamos una tangente, la pendiente de esa tangente determinard la velocidad de la particula
correspondiente a ese instante. En el ejemplo siguiente, v, corresponde al instante t,:

Observando el grafico aseguramos que en el intervalo entre t, y t, la velocidad es CERO.
( ;Podrias asegurarlo, también? ... ;Por qué? ) . Y vemos que, para el sistema de referencias
adoptado, en t, y t, las velocidades instantaneas son negativas. Por otra parte, j;como es la
v entre t yt 7. ... Jentre t, y t7?

Ejemplo 1

Un movil se mueve sobre una recta. Haciendo coincidir el eje x con la trayectoria, y fijando
el cero de coordenadas, se comprueba que la posicion del movil para cada instante responde a
la ecuacion horaria:

x =t -3t+3 [Con x en metros (m) y t en segundos (s) ]

[ i Cuidado con esta expresion ! : no es que “metros” sea igual a “segundos” + 3 .
Seria como decir que 2 litros + 3 metros equivalen a 5 semanas. jUn disparate! Lo
que sucede es que aqui se entiende que los coeficientes de t ( “I” y “- 3" ) tienen
una dimension tal que, con la del tiempo, completan un término que se expresa en
metros. |

a) Hallarla ecuacion de v = f(t).

b) Calcular v paraelinstante t = | s, y representar el vector V sobre la trayectoria .
c) Dibujar los graficos horariosde v = f(t) y de x = f(t).
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Solucién:

a) Dado que v = didt .Y que, en este caso T=%, resulta:

|:v =v = dx/dt = 2t-3

b) En t=1s — v =2.1-3=-1m/s

x=1-3.1)+3=1Im

trayectoria

L n

9
v .
e, w | (t=1s)
Ii

o' " x (m)
C) X (m) A
x =t-3t+3
0.75 4-------—== , -
0 15 "t (s)
v_(mis) 4 |
v, =2t -3
0 1.5 “t(s)
-3.00 1
Volvamos al movimiento en dos dimensiones.
Ejemplo 2
Una particula se mueve en el plano segun las ecuaciones horarias:
X=t+l;y=t (s,m)
a) Hallar la ecuacién de la trayectoria y representarla graficamente.
b) Calcular la posicién y la velocidad para el instante t = |'s, y dibujar los respectivos
vectores en el grifico de la trayectoria.
Solucion:
a) De x =f(t) = t=x-1 .. y=t = (x-1)
y(m) . i es una pardbola !
.-"trayectoria
(t=0)
O 1 = >
. ° I X (m)

29



Fisica I: Teoria, experiencias 'y 161 ejercicios resueltos / Roberto Stimler

b) Delosdatos x =t+1 ; y=¢t , para t=1s:

x=1+1=2m ; v =dx/dt = I
v. = | m/s , jpara cualquier instante !
y=(V=1Im ; v =dy/d =3t
v, =3mls, isolopara t =1s!

Asi como el “cambio de posicion” engendr6 la definicion de “desplazamiento” , y éste la de

“velocidad media” , el pasaje de una velocidad instantanea a otra en un tiempo At impone la
definicién de otra magnitud fisica:

ACELERACION MEDIA (3 )

3 = AVIAt

> > > . . > >
endonde: Av = v, - v, esel cambio de velocidad de Vv, a Vv, .

Surge inmediatamente, por analogia al andlisis realizado al estudiar “velocidad”, el concepto de

ACELERACION INSTANTANEA (3)

3 = dvidt _ dRIdt?

para referirnos a la aceleracion que tiene la particula precisamente en el instante en que pasa
por determinado punto.

. . > . . . .
Aqui es importante resaltar que 4 es una magnitud vectorial que se obtiene debido a la
existencia de un “cambio de velocidad” , que es un vector. De manera que, si marchamos en
un auto cuyo velocimetro estd “clavado” en 80 km/h, por ejemplo, sobre una ruta curva
de 50 m de radio, jestamos acelerados, aunque nuestro pie no se mueva del pedal del
acelerador del vehiculo! Nuestro velocimetro mide la “rapidez” v, no la velocidad v .
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De: F-ddt = a=dvddt ; oa, =dvidt ; a = dv/dt

También es importante que verifiques, haciendo dibujitos sobre una trayectoria curva
cualquiera, y considerando velocidades crecientes o decrecientes, que el vector aceleracion
siempre apunta hacia la parte cédncava de la curva (hacia su “interior”). Esto es consecuencia
de la/s fuerzals que actda/n sobre la particula, como veremos en DINAMICA de la Particula.

La unidad de medida de la aceleracion se obtiene del cociente de las unidades de medida de
velocidad y de tiempo: [a] = [V]/[t] = m/s/s = m/s’.

Ejemplo 3

Calcular la aceleracion que la particula del Fjemplo 2 tiene en los instantes t = |'s vy
t = 2s, ydibujar los respectivos vectores sobre la trayectoria.

Solucién:
y:(@) 4 >
% Como se ve,
> >
a, y a, apuntan
& m hacia “adentro” de
T Tt .‘.{ la curva.
T > o
1 a 1 o
| m ::___________:._._._‘_nﬂ, oo Lo :i
0 | m 2m 3m X:(a)
a =dv/dt =0
> >
S N . a,=a=6ms
@ a, =dv /dt = 6t = a
y - - == ,
a, =a, =12m/s
Ejemplo 4
De la observacion del siguiente grifico x =f (t) :
X
| >t

dibujar el correspondiente a: a = f(t).

Solucién:

A partir de x =f (t) conviene pasar por el grafico v =1f (t) . Recordando que v = dx/dt
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“trazamos” tangentes imaginarias en distintos puntos de la curva x = f (t), las que nos dirdn
si la velocidad correspondiente a esos instantes es positiva o negativa, y si s mayor o menor
que la del instante siguiente. Si la pendiente de la tangente es cero, por ejemplo, significa que
la velocidad es cero en ese instante. Una vez obtenida la curva v=f(t), repetimos
los anilisis a través de las tangentes, ya que 3 = dVidt, como se recordard.

Xlk
1
L >
T / >
b t
— ! 1
V=V, 4 :::
[
[
[
[
b
1
L |
':l [
N .
: ' - — >+
oo Lo
a=a_ 4 oL b
| ! [
[ ! [
':l ! [
i:: ! T
| ! [
o Lo
Do I >
0 >+

Los tramos en que la curva de v =1 (t) es un segmento de recta oblicuo, corresponden a las
curvas de x =f (t) que supusimos parabolas de 2° grado. Los escalones en el grifico a = f (t)
obedecen a los cambios de pendiente de la velocidad; ellos son posibles porque la aceleracion
estd vinculada a fuerzas que pueden aparecer o desaparecer “instantaneamente”. (Cuidado
con este concepto. Ver DINAMICA de la Particula). El grifico v =f (t) ., en cambio, no
admite esas discontinuidades. (;Por qué?).

Si nos dan un solo grifico (o una ecuacién) de posicion en funcién del tiempo
[ por ejemplo: y = f (t) ] , estd claro que la particula describe un movimiento rectilineo. Si se
desplazara por el plano, deberian darnos dos graficos (ecuaciones): y=f(t) y x=1(t). Y si
el movimiento fuera en el espacio de tres dimensiones, seria necesario conocer la variacion
temporal de las coordenadas x, y, y z del vector posicion.

En lo que sigue, y al solo efecto de simplificar los graficos y reducir el ndmero de ecuaciones,
seguiremos estudiando movimientos sobre |a recta y el plano. Asi, un viaje a Bs. As. serd un
movimiento en dos dimensiones (plano), despreciando las “lomas” de la carretera.
Estudiaremos casos particulares, comenzando por el mas sencillo.

MOVIMIENTO RECTILINEO UNIFORME ( MRU )

Como su nombre lo indica, se trata del movimiento de una particula que se mueve sobre una
recta de manera “uniforme” . Su velocidad es constante.
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Fijamos un sistema de referencias sobre la misma recta (eje x), asignando el cero de
coordenadas a cualquier punto, y el sentido de los nimeros crecientes a cualquiera de los dos
posibles. De esta manera los vectores posicidn, velocidad y aceleracidn, seran colineales con
la recta. El vector posicidn coincidird con su “proyeccion”, por lo que seguiremos hablando de
“componentes” , para prescindir de la flechita que identifica a los vectores.

Si V= cte. (v =v), laaceleracion es CERO . Y, siendo V= didt aqui escribiremos
v=v =dx/dt=v, .

Se deduce que x debe responder a la ecuaciéon: x =v_. t + cte., ya que su derivada respecto
del tiempo es v, (v, en lo sucesivo). A la constante, medida también en metros, la
llamaremos x_ ; es la posicion que tiene la particula cuando se pone en marcha el reloj para
analizar el movimiento (t=t,=0).

Asi,con | x =+t v.t £x resolvemos cualquier problema de MRU .

o]

Esta ecuacion horaria dice que el grafico horario es también una recta, a la que no debemos
confundir con la trayectoria. Por otra parte, los signos “+” o “--" delante de cada término
dependen del sistema de referencias adoptado.

Ejemplo 5
Un movil marcha sobre una recta con v=cte.=15m/s. A partir de t =0, calcularsu

posicién a los 10 s , para dos sistemas de referencia distintos, como se sefiala en las figuras de
los incisos a) y b). Dibujar los respectivos graficos horarios.

v

o' +x (m)
Solucién:

Por ser MRU : X =+ v.ttx

o]

Para el sistema de referencias impuesto:

Ex

(+15m/s).10s + 0 = 150m

AX = x-x, = +150-0 = +150m
b) Ent=0: 7
—
ST Sy
o .
+x(m) 10" 0'
Solucién:
Porser MRU: | x = £ v.t £ x,
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Para el sistema de referencias impuesto: x (m) 4

+ 10_

Ax =-150 \

- 0 101 :t(s)
E:(—ISm/s).IOs+IOm:—I40m E

AX = X-X, = -140-(+10) = -150m _|40- _________________

0

Observa que las posiciones para cada sistema de referencias son distintas; son distintos los
“nombres” que se asignan a cada lugar. Pero el médulo del desplazamiento, el hecho real, es

el mismo: 150 m .
Ejemplo 6

Dos moviles se desplazan con V = cte. sobre una misma recta, en sentidos contrarios. El
movil B, a 80 km/h , pasa por el punto B 30 minutos después que el mévil A pasa por A
marchandoa 90 km/h . Entre A y B existe una distancia de 300 km .

Hallar la posicion y el instante en que se produce el encuentro de los méviles, dibujando los
graficos horarios respectivos, usando dos sistemas de referencias distintos: a) y b) .

a)

Solucion:

Movil A : X, =tv.,.t£x, = x,=(+9km/h).t+ 10km

Mévil B : X, = v,.t £ x, = X, =(-8km/h).(t-05h) + 310km

En el instante del encuentro, los méviles tienen la misma posicion: x_. Luego, igualando las
ecuaciones, resulta: t =2 hs., con lo que la posicion del encuentro, para el sistema de

referencias adoptado, es: x_ = 190 km .

x (km) v (km/h) 4
350 =
310 + 2 +90 i
190 - <
B >
0 R .0 5 t (hs)
0 2 "t (hs) 80
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A v, v B

b) r A_} 4—5 o
, .

7 5 Z)A | lugar: del encuentro B
— - |
+x (km)  + 100 0r > - 200
C X > :
p— Xos !
Solucién:

Movil A : X, =tv,.t+tx, s> x,=(-9km/h).t + 100km

Movil B : X, =t Vv,.t£x, > X = (+8km/h).(t-05h) - 200km

En el instante del encuentro, los moviles tienen la misma posicion: x_. Luego, igualando las
ecuaciones, resulta: t = 2 hs., con lo que la posicion del encuentro, para el sistema de

referencias adoptado, es: x_=- 80 km .
i Comparar los grdficos horarios !

x (km) A v (km/h) A
+100 - .80 B
O » |-
" t(hs " t(h
0 (hs) (hs)
- 200
- 240 7 -90 A

Obsérvese que los méviles se encuentran en el mismo lugar del camino, sefialado con 3t en
las figuras. Pero ese lugar natural, fisico, tiene distintas “denominaciones” (o posiciones x, )
para los distintos sistemas de referencias.

MOVIMIENTO RECTILINEO UNIFORMEMENTE VARIADO ( MRUV)

Aqui la velocidad varia con el tiempo, pero de una manera “uniforme” : la aceleracion es
9
constante (a =cte.).

Si 3 = cte. (a=a,), teniendo en cuenta que 3 = dV/dt , se deduce que v debe responder
alaecuacién v = a.t+k, ya que su derivada respecto del tiempo es a_ (a, en lo sucesivo).
A la constante k , medida también en m/s , la llamaremos v, ; es la rapidez que tiene la
particula cuando se pone en marcha el reloj para analizar el movimiento (t=t,=0) .

Partiendo ahorade v = a.t + v, , se deduce que la posicién x en el MRU debe responder
a la ecuacion:

X =+ %at +v.t+k

35



Fisica I: Teoria, experiencias y 161 ejercicios resueltos / Roberto Stimler

ya que v=dx/dt. Laconstante k serd llamada x_,y es la posicion que tiene la particula
enelinstante t=t =0.

Recordando la expresion x = f (t) del MRUV , podemos resolver todos los casos de este
movimiento y del MRU , si tenemos en cuenta que el movimiento rectilineo uniforme es
aquel en el que v =cte., lo que implica a=0.

Es oportuno mencionar aqui algunos errores que suelen cometerse al memorizar las
ecuaciones. Por ejemplo, a veces se omite el exponente “2” del factor tiempo y se avanza
en los célculos sin considerar las dimensiones de cada término. Es evidente que
a.t (m/s’. s) noeslomismoque a.t’ [(m/s’).s’=m]. Esbueno aprehender la técnica de
supervisar las dimensiones de los términos que se suman o restan en cualquier ecuacion, para
tener la certeza de que se esta operando con unidades de medida coherentes.

Por otra parte, las ecuaciones no son “formulas” , entendiendo por éstas a las expresiones que
se aplican taxativamente. Cada ecuacion de las vistas hasta ahora tiene la “elasticidad”
proveniente del hecho de que sus términos tienen el signo que se desprende de la aplicacién
de los sistemas de referencias, como vimos en el MRU . En realidad, deberiamos escribir:

X=tx tv.t+t hat v==%v *at

o]

Es por ello que, si marchamos “apurdndonos” , si nuestra rapidez es creciente, el signo de la
aceleracion puede ser positivo o negativo. También, si nos “frenamos”, si marchamos
disminuyendo la velocidad (rapidez), el signo de la aceleracion (la que suele llamarse
“desaceleracion” en estos casos) también puede ser positivo o negativo, de acuerdo al sistema
de referencias adoptado. Al movimiento en el que el modulo de la velocidad disminuye (v4),
se lo llama a veces “retardado”.

El signo de 7 esel signo de dv

Si la particula se mueve sobre la recta
. > A . > > > . .

y la rapidez aumenta, dv tendra el signo de la velocidad (dv = v,-v,); si el movil avanza
en el sentido de las posiciones crecientes, serd: v>0 ; dv>0 ; a>0. Perosila
rapidez aumenta y la particula marcha en el sentido de las posiciones decrecientes,
(en “contramano”), entonces la aceleracién serd negativa. Verificalo con “flechitas”™ que
representen a velocidades crecientes o decrecientes en distintos lugares sobre la recta
(semirrecta de nimeros positivos o semirrecta de nimeros negativos).

Por razones que justificaremos en DINAMICA ... , un tiro vertical bajo determinadas
condiciones es un MRUV, con 3 = _g> Es decir, si en ausencia de aire y relativamente a baja
altura respecto de la superficie de la Tierra lanzamos cualquier cuerpo hacia arriba o hacia
abajo sobre la vertical, su aceleracion serd siempre la misma y valdra 7g> Esta es la aceleracién
de la gravedad, debida a la atraccion mutua entre el planeta Tierra y el cuerpo en cuestion;
varia en funcion de la distancia entre ambos, como se vera mds adelante, aunque en este
capitulo se supondra constante, de modulo g = 9.8 m/s’. (En ocasiones, para simplificar los
célculos, diremos que g =10 m/s".).

Ejemplo 7

Desde una plataforma ubicada a 200 m del suelo, se lanza verticalmente hacia arriba una
particula a una rapidez de 10 m/s . Demostrar que, independientemente de los sistemas de
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referencias adoptados, “fijos™ a tierra en este caso, la particula tendrd velocidad v =0 al cabo
de | s de vuelo cuando se encuentre a 5 m por arriba de la plataforma, y una rapidez de
50 m/s alos 6s de vuelo, cuando se encuentre a 80 m del suelo. Dibujar en cada caso los
respectivos graficosde y = f(t) y v = f(t).

Solucién:

Por ser MRUV: y =ty tv.tthat v==*vztat

: : : : > > .
En el caso particular de lanzamiento vertical, siendo a=¢, quedan las ecuaciones:

y =ty tv.t+t hegt v=tv tgt

en las que consideramos a g = 10 m/s".

IE
VO

(t=0s) e

a)

Sistema de Referencias
adoptado arbitrariamente

De acuerdo a este sistema de referencias adoptado: g<0 ; v,>0 ; y,=0. Queda:

y=0+ 10.t+ %(-100.t" (mm/s,s,m/s) : v=+10-10.t (m/s, m/s’s)
Para t=1s:
y, =+ 10.1 -5 1= +5m :El=+10-10-1= 0ms
Para t=6s:
y,=+10.6 -5.6" =-120m ;B:+IO—IO.6:—SOm/s
y (m) o v (m/s) ,
_|_5_ + 10 -
0 t(s) 0 Ct(s)

- 120 =

-50 -
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b)

Sistema de Referencias
— adoptado arbitrariamente

= 0

v tYy

De acuerdo a este sistema de referencias adoptado: g>0 ; v, <0 ; y,=-200m. Queda:

y=-200-10.t+5¢t ; v=-10+ 10.t
Para t=1s: y,=-200-10.1 +5.1"=-205m
B:—IO+IO.I: 0m/s
Para t=6s: y,=-200-10.6 +5.6 =-80m
B:— 10 + 10.6 = +50m/s
y (m) 4 v (mis) o

+50 = /

of 1iF 7T T e T t(s) |
5 / 0 -
- 80 _ __________ : il 6 t(s)
200 L
- 205
Ejemplo 8

Demostrar que la altura maxima a la que puede ascender una particula lanzada verticalmente
hacia arriba es funcién del cuadrado de su velocidad inicial, y que el tiempo de vuelo depende
linealmente de ésta.

Solucién:

La altura méxima (h_, ) es la que corresponde al instante en el que el cuerpo se detiene, para
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luego comenzar a descender. Si suponemos que el eje de referencia es positivo hacia arriba, y
que el “cero” de este sistema estd en la base de lanzamiento, se puede escribir:

y=0+v.t- gt = vV=v - gt

Enla posicionenque y =h = == v=20 t =vl/g

S

t. es el tiempo que la particula tarda en subir, en llegar “arriba del todo™. Introduciendo esta
expresion en la de y=f (t), se obtiene:

Otro movimiento “natural” de aceleracion aproximadamente constante es el que corresponde
a un cuerpo que se desliza por un plano inclinado sin roce, o con roce, en determinadas
circunstancias. Veremos en DINAMICA ... como se calcula la aceleracion en estos casos.

También es frecuente encontrarse con cuerpos que, luego de su lanzamiento al aire, describen
curvas. Analizaremos a continuaciéon como es el movimiento de una particula lanzada en
forma de

TIRO OBLICUO

Supondremos que la Tierra es plana, que el lanzamiento (tiro) se realiza en un ambiente sin
aire, en el vacio, y que la particula no se eleva demasiado alto. En estas condiciones, cualquier
cuerpo lanzado libremente estd sometido tan solo a la accion de la atraccion gravitatoria de la
Tierra, la que le imprime a la particula la aceleracion constante E de direccion vertical y
sentido hacia abajo. Quiere decir que, si tomamos un sistema de referencias fi_;o a tierra, con
el eje y vertical y los ejes x y z en el plano horizontal, el vector ¢ tendrd por
componente ortogonal a g solamente, yaque g =0 y g =0.

Por lo tanto, si hacemos coincidir a uno de los ejes ( p. ej. x ) con el plano formado por el eje
y v el vector V: (velocidad inicial, o velocidad que tiene |a particula en el instante en que fue
lanzada vy liberada), la particula seguird en este plano, en el que describird una curva que
pasaremos a analizar a partir de la figura siguiente:

ylk

. .. > . . g . .
La direccion de %anunma que no habra modificaciones en la componente horizontal (en x )
. L. . >
de la velocidad Vv, y que serd igual a la componente horizontal de v, a lo largo de toda la
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trayectoria: v =V _=v.cos0

X

En cambio ¢ afecta a la componente vertical v, , como si se tratase de un tiro vertical ya
analizado:
v, =V, -gt=v.senb - gt

Las componentes ortogonales de la posicion en funcién del tiempo se calculan, pues, con las
ecuaciones de MRU y MRUV :
0 0

x:vox.t% ; y:'/z(—g).tz+voy.tJ7f0v

[x, ey, valen cero en este caso, para este sistema de referencias adoptado |

Combinando ambas se obtiene la ecuacion de la trayectoria:

= - g x/v] + x.tg0

y | = % (g .xIv] +v, [xlv

OX]

La que nos dice que, en las condiciones ideales planteadas, una particula describe una
parabola de segundo grado al ser lanzada oblicuamente. No obstante, un cuerpo real, de
forma esférica y no muy liviano, lanzado oblicuamente a baja velocidad, también describe
practicamente una parabola, como quedara demostrado en DINAMICA ...

Asi, a lo largo de la trayectoria, los vectores velocidad y aceleracién serdan como los indicados
en la figura:
Ya

v

Teniendo en cuenta estos conceptos v las ecuaciones precedentes, podemos resolver cualquier
problema de tiro oblicuo.

Ejemplo 9

Desde el nivel del suelo, se lanza una piedra con una rapidez v, y una direccién que forma un
angulo @ con el plano horizontal. Calcular: a) el tiempo que tarda la piedra en llegar al
vértice de la parabola de su trayectoria; b) las coordenadas de este vértice; ¢) el tiempo que
tarda en llegar al suelo; d) la distancia entre el punto de lanzamiento y el del impacto con el
suelo, en el mismo plano horizontal del lanzamiento.

Solucién:
a) En el vértice de |a pardbola el vector velocidad es horizontal, v
por lo cual su componente vertical es cero : v, = 0. e
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Adoptando el sistema de referencias de la introduccién teorica del tema:

v, =V, - gt > 0=v, -gt = t,=v,/g

Y

[ Naturalmente, igual resultado se obtendria a partir de otro sistema de referencias |

b) De: x=v_.t > EV =V to=v,.v /g= v'.cos0.senB /g

OX

De: vy

Vo(g) U+ v, t = |:yV = - g ti+v, .t =t%v'lg

c) Como la pardbola es simétrica, el tiempo en volver al suelo es el doble al de llegar al
vértice. Luego, t, = 2.t =2.v /g.

Visto de otra manera, al llegar al suelo la coordenada y vuelve a ser 0 para el sistema
de referencias que se estd utilizando; de donde se puede deducir el tiempo de “vuelo” :

De: y=ta(g).t'+v, .t = 0="V(g.t'+v .t = |t =2v/g

d) Lo que se pide en este inciso es lo que se llama “alcance mdximo”. Se lo puede
calcular con:
_ s _ _ _ _ 2
Xy = Ale.max. =v .t =v,.cos6.2.v [g=2x = v sen20/g

La funcién senoidal indica que el maximo alcance se logra haciendo 20 =T11/2 = 90° , es decir,
cuando © =T1/4 = 45°. Para cualquier angulo mayor o menor que I1/4 el alcance horizontal
es menor, con curiosidades como la que podemos observar en el

Ejemplo 10

Demostrar que cuando un proyectil abandona el arma formando un dngulo de ( 45° + 8 ) con
la horizontal, su alcance es el mismo (medido sobre la horizontal que pasa por la boca del

arma) que cuando el dngulo es de ( 45° - B ), siendo B un valor cualquiera comprendido
entre 0° y 45°. Es de destacar que este resultado fue obtenido por Galileo Galilei, muchos
afios antes del desarrollo de la mecdnica newtoniana.

Solucién:

Siendo el alcance mdximo iguala v'.sen20/g , para el dngulo 6 =45°+B resulta:

X, = v'.sen2(45°+B)/g = v'.sen(90°+2B)/g =

= v, . (sen90°.cos2B + sen 2B .cos90°) /g = v'.cos2B/g
Y paraeldngulo © = 45° - B:
X, = Vv, .(sen90°.cos2B - sen2P.cos90°)/g = v, .cos2B/g

i Vemos que se obtiene el mismo alcance en ambos casos !
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En cuanto a la velocidad de la particula, ésta puede calcularse a través de sus componentes,
ya que en cualquier punto de la trayectoria sucede:

Vo= v+ v =v'.cos0 + (v.sen® - gt) =
= v'.cos’® + v '.sen’® - 2.v .senB.g.t + gt = v'-2gy
iResulta: v + 2.gy = v' = cte.!

Se mantiene invariable la suma Vv + 2.g.y. En DINAMICA de la Particula veremos que
estos términos, multiplicados por otra constante (m/2), definen la Energia Mecdnica .

Ejemplo 11

Desde dos puntos distintos del espacio se lanzan dos objetos con la misma velocidad (igual
rapidez, sentido y direccion). Demostrar que la distancia d que los separa inicialmente se
mantiene constante a lo largo de sus trayectorias. (Naturalmente, los vuelos se realizan en el
vacio).

Solucién:

En primer lugar, hacemos coincidir las velocidades iniciales de los objetos con el plano x ,y
de nuestro sistema de referencias. Asi nos aseguramos que en cualquier instante estos objetos
se encontrardn en dicho plano:

Y4
--.'":.....‘.... Ce, ...' B
Yo o . N
.’ .-. '°.. d -~ 1 >
o K . ! \'2
> o . . / !
Ya fpommmeeeomee Vet A'd s
R /54 | >
o | Vo
> T A & | . .
VO o* ﬁ : .'. :
o’ 1 .,
(g7 B | %,
! .
s : "
1 A : 1 !
i 1 i 1 >
T T T T »
O XAo XBo XA XB X
Xg = Xz + V. COSQ L
O X,= X, tV,.cosat

Xg - Xy = X - X, = Cte.
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Y lo mismo se puede demostrar para las coordenadas del eje y !!
d=cte,yaque: d = [(x,-x) + (y,-y.)' 1"
Ejemplo 12

Desde un plano inclinado un dngulo o , se lanza una piedra con rapidez inicial v_,
perpendicularmente al plano, como indica la figura. Calcular:

a) A qué distancia d del punto de lanzamiento
cae la piedra sobre el plano.

b) Qué velocidad tiene en ese momento. J

Solucién:

Resolveremos el problema utilizando sucesivamente dos
sistemas de referencias distintos.

senf} = cosa ; CcosP = sena

O=+h+v . senBt-tgt =
=+h+v . cosat-tegt

Xx=a=v, .t=v .cosB.t=v . sena.t

Por otro lado, observando la figura, se ve que tg o = h/a . Luego, si tomamos a
g =10m/s’ y combinamos estas ecuaciones, se llega a:

hla = sena/cosa = (5t° - v .coso.t)/v,.sena.t = (5t- v.cosa)/v, . sena
t=v/5cosa ; x=a=v'.tgal5 ; h=v'[5csa- V' 5
[ Recordar el comentario sobre unidades de medida. Ver Ejemplo 1 ]
Ahora es facil responder al inciso a) haciendo: d* = a*+h* .

En cuanto a la velocidad en el instante del impacto, ésta se calcula a través de sus
componentes Vv, y Vv, :

GX

v es practicamente un dato, yaque: v_ = v_.cosP = v_.sena
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v, =V, - gt=v.cosa - gv/5cosa

componente que, a simple vista del sistema de referencias adoptado, debera ser negativa .

9

VX 2 2 2

‘/\ V=V otV = > v
>\? >
\' vy

<V

= > tgo = v, /v, =

> .
El vector v, como en todos los casos, es tangente a la trayectoria.

Il g

senfB = cosa ; cosP = sena

h=0-v.senB.t+ gt =

- I 2
=-v,coso.t + 2gt
a=-v,.cosB.t =-v.seno.t

tga = h/(-a)

Ejemplo 13

Un tanque marcha en un plano horizontal a 72 km/h hacia una colina de 44.2 m de altura
en la que se encuentra un cafion. Calcular a qué distancia D de la vertical que pasa por la
boca del cafién debe encontrarse el tanque en el instante en que sale a su encuentro una bala
lanzada horizontalmente a 500 m/s , para que ésta logre su objetivo de impactarlo.

Solucion:
>
e >0 DATOS:  h=442m ; v,=500m/s
= v,=72km/h ; g=9.81 m/s’
h A Y .'°..
(t=0)
i "\
T T
— . —
v 0 QO0OOC) X
=————
;(>e L B i
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Resolveremos el problema eligiendo el sistema de referencias de la figura.

Tiempo de vuelo de la bala: h=Vgt — t = (2h/g)” =35

Durante ese tiempo el tanque adquirio la posicion: x, = D- v, .t ., mientras que la bala
avanzo en el sentido horizontal: x, = v_,.t . Siel tanquey la bala han de encontrarse, esas
posiciones deben ser las mismas:

X=X, > D-v,.t=yv,.t
Resulta: D=v,.t+v.t=(v,+v).t=(520m/s).3s
D = 1560 m

El tiro oblicuo ideal nos permite arribar a otra curiosidad:
LA PARABOLA DE SEGURIDAD

Se trata de la envolvente de los picos de las respectivas parabolas que forman los tiros oblicuos
para velocidades iniciales de igual rapidez v, , pero distintas direcciones (angulos ©). El
conocer esta pardbola de seguridad o su ecuacién correspondiente nos permite saber si, para
una coordenada x determinada, la particula lanzada oblicuamente llegaria a una altura
preestablecida variando el dngulo de disparo.

Vimos que y = -V g x/v] +xtg0

Luego, si queremos hacer blanco en un punto del espacio como P (x, y,) :

ylk
> eo e,
Vet
[ - ..._.___________.'_' P
o I A
o\ = X
0 .X VX

la ecuacion de posicion en y, queda:
Y, = -8 [x/v, ] + x,.tg0

Podemos pararnos debajo de P en la coordenada x, y ver pasar por encima nuestro a

proyectiles lanzados desde 0 ; lo que no sabemos es, dada v, como dato, si para algtn 0
existird la posibilidad de que un proyectil llegue a la altura de P. Para averiguarlo tengamos en
cuenta que:

sen'® + cos’® = | — sen'@/cos’® + cos’O®/cos’® = | /cos’O

O sea: | +tg'@ = | /cos’@
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Por otra parte, v,=v,.cos® ; dedonde: v ' =v  cos0

OX GX

Entonces, y, en funcion de © resulta: Y, = -8 % (1+tg'0) /v’ + x,.tg0
Llamando u a tg©, aparece la ecuacion de segundo grado:

uvo(g X, 12v) - u(x) + (y, + x,.g/2v) =0

P

cuyas raices son:

u, =[x = |/sz - (28 % Iv) . (y, + (%8 12v]) 1.2v) 2g. %, =

vigx, £ /vig x - (v'y,/gx') - |

Para que las raices sean reales, es decir, para que el problema tenga solucion, debe cumplirse
con que:

v/ (g x)] - (2v) y.Jgx')- 120
iy

Y, < (v'/gx' - 1).gx'2v]

G

Esta desigualdad es la que limita la zona accesible. La ecuacion y,=f (x,) corresponde a la
“curva envolvente “ de la que hablamos al principio:

yP < (Vozlzg) - g XPZ/ZVOz

Ya
En el caso de la figura, para
X, como dato, seguro que
algtn proyectil pasaria por
el punto P, pero ninguno
podria llegara Q.

« Pardbola de
seguridad

Si el tiro es vertical, puede considerarse “oblicuo” con @ =T11/2 y con x,=0. Se deduce de la
ecuacion de la “pardbola de seguridad” que, para la abscisa x, = O , la ordenada vale:
y, = v,/ 2g , como habiamos visto en MRUV (tiro vertical).

Por otra parte, si se lanza un objeto en forma horizontal con una rapidez v_ desde una altura

v.'/ 2g, describe una trayectoria parabdlica idéntica a la “pardbola de seguridad” , como
puede observarse en el siguiente

Ejemplo 14

Hallar la ecuacion y =1 (x) correspondiente al caso de una particula lanzada horizontalmente
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con V>O como indica la figura: \_/>O
Solucién: Ya s .
VO
Para el sistema de referencias: h {
0 X
resulta: y =y, -%gt = h-trgt y X = v.t

En el caso en que la altura h del lanzamiento vale v /2g metros , la ecuacion de la
trayectoria es:

y = (v.72g) - ag.t' = (v.12g) - g.x/2v

El tiro oblicuo estudiado es, por cierto, un movimiento muy particular en el plano. Es ideal,
ya que hemos despreciado algunas cosas para su analisis. Si bien, como deciamos que se verd
en DINAMICA de la Particula , el tiro de algunos proyectiles a baja altura y baja velocidad, en
el aire, se parece mucho a éste.

Pero en general cualquier movimiento en el plano es mds complejo. Basta con imaginarnos las
curvas raras que podemos trazar con la punta del lapiz sobre la tabla de una mesa; o la
trayectoria de una gota de agua de lluvia sobre el vidrio de una ventana, en un dia de viento.

Suele ser conveniente estudiar a estos movimientos curvilineos planos ubicando a un
observador en el centro de un sistema de coordenadas. Si el observador “mira” a una
particula que describe una trayectoria curva, la linea imaginaria que une sus ojos con la
particula también se mueve. Sien el instante t la particula estaba en el lugar sefialado en la
figura, y en el instante t, se encuentra en otro lugar, esa linea imaginaria genera un

desplazamiento angular que llamaremos A :

Y 4
.-'...,Ogt.:l.).....:g()(lzz.).......'° . .
hgY

0 (Observador) g X

Se define como

VELOCIDAD ANGULAR MEDIA (@)

al cociente AG/At, enel que At es el tiempo durante el cual se produjo el desplazamiento

angular AO:
o, = AO/At

47



Fisica I: Teoria, experiencias 'y 161 ejercicios resueltos / Roberto Stimler

Este desplazamiento, como el que hemos definido al iniciar el estudio de CINEMATICA de la
Particula, es también la diferencia entre dos posiciones: la posicién angular “posterior” y la
posicion angular “anterior”. Por lo que se debe elegir un sistema de referencias para ubicar a
las mismas y obtener sus respectivos signos.

Por ejemplo, puede tomarse como posicion angular “cero” a la horizontal, y como dngulos
positivos los que se generan en sentido antihorario:

( Si fuera éste el sistema de referencias, piensa qué signo tendria A® en el caso de la figura de
la pdgina anterior ).

La unidad de medida de la velocidad angular se obtienede: [ ]=[0]/[t] = rad/s = I/s
[ Damos por conocido el radidn, y su relacion con los grados sexagesimales ]

Ahora, dado que la velocidad angular media tiene poco sentido fisico (al igual que la velocidad
“lineal” media analizada inicialmente), pasamos a trabajar con la

VELOCIDAD ANGULAR INSTANTANEA (o)

® = lim (A®/AL) - | derdt
At = 0

Es la velocidad angular que la particula posee en un instante determinado; si pasa por el punto
B en ese instante, la velocidad angular se representa con el subindice B: @, .

Mds adelante veremos que se puede asignar calidad de “seudovector” a d@ y por lo tanto
también a @ . Pero por ahora es conveniente hablar sélo de sus modulos y de sus
componentes, por lo cual la escritura de ambas magnitudes fisicas (0 y ) sera la sefialada.

Estd claro que si uno “barre” con la vista un objeto en movimiento, el “barrido” no tiene
por qué ser “parejo” , “uniforme”. En algin momento podemos mover los ojos con mayor

rapidez, pasando de una velocidad angular @ a otra. Con lo que aparece la necesidad de
definir otra magnitud fisica.

ACELERACION ANGULAR MEDIA (a.)

al cociente entre la variacion de velocidad angular A® (= (®,- ®,)) y el tiempo At durante el

cual se produjo la misma:
o, = Aw/At

Surge entonces, por inmediata analogia con lo tratado previamente, la deduccion de una
aceleracién mas particular.
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ACELERACION ANGULAR INSTANTANEA (o)

a = lim (Aw/At) = |do/dt | = d0/dt’
At = 0
cuya unidad de medida es: [a] = [@]/[t] = l/s]s = IIs’

Como en el caso de la velocidad angular, suele representarse con un subindice para sefialar
exactamente el lugar en el que se considera la aceleracién en un instante determinado.

Ejemplo 15

Un avién se mueve en una trayectoria recta, como muestra la figura:

y“

Un observador mide la posicion angular en el sistema de referencias sefialado, y obtiene:
0() = /4 + (11/2). t (contensy 0 enrad)
Hallar la ecuacién horaria de su velocidad angular y la de su aceleraciéon angular.
Solucion:
® = dO/dt = 11/2 1/s ( Esconstante. No varia coneltiempo) == o = dw/dt =0

Un caso de movimiento curvilineo en el plano, muy particular, es el del
MOVIMIENTOQO CIRCULAR

Si una particula marcha describiendo una circunferencia, en cualquier punto de la trayectoria
su velocidad es tangente a la misma, como sucede para cualquier forma de camino. Pero
veamos cudl es la relacion entre los modulos de su velocidad tangencial (o lineal) V>y la

velocidad angular o) para una trayectoria circular de radio R .

8 _.'O\\l/ Por definicion de radian , si el angulo d@
f*df\}_b . se expresa en radianes:
: R ¢
Q. A m
v . \ R.d@ = arco AB

Si tomamos como sistema de referencias s a una linea superpuesta a la circunferencia de
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radio R, resulta:

... .. m
. . arco AB =ds .. R.d0 = ds
+s h
Ahora, dividiendo ambos miembros por dt, queda: R.d0/dt, = ds/dt,
%o fv
Ro=v i Valido para cualquier tipo de movimiento sobre la circunferencia !

Si el movimiento es tal que v no se mantiene constante, y es v, la rapidez para el instante t,
y Vv, para cuando la particula se desplaz6 A® a partirde t,

..’oooo.'“

Hay un cambio de velocidad AV cuando la particula describe un A@ . Por lo tanto existe
aceleracion, de acuerdo a la definicion de ésta.

Pero si consideramos un desplazamiento angular muy pequefio (A@ > d@) , resulta:

9
i? ;z v/ d9':: d%;-+ dVB
: e 4/’(10
A A
A Jtos > >
Y — .- — EARREAR:

i dV’A| practicamente coincide con el arco que genera la punta del
> S
vector v, cuando su direccion gira un do !

> . . > .
El vector dv, tiende a hacerse perpendicular a Vv, cuando el desplazamiento angular es el
infinitésimo d@ . Se lo suele llamar dv, o dv_, ya que apunta al centro de la circunferencia.

. . >
Por otra parte, para este desplazamiento d@ el vector dT/>B tiende a hacerse paralelo a v, .
> > . .
Por lo cual selollama dv || o dv,, por sertangente a la circunferencia.

> >
= [dvy [ = [V,] - |
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Entonces:

> >
aC

3 | = dVidt = dV/dt+dVidt = 0V /dt+ dv/dt = + 3,

i En el movimiento circular y, como veremos mads adelante, en cualquier movimiento
curvilineo, la aceleracién puede tener dos componentes: una centripeta y otra tangente a la
trayectoria !

9
'o\-> O, o

d t
“‘ > % > “‘
. A\ . v . ?
.

.
> kY > . >
a . a_ a
C ‘- C

El médulo de estas componentes resulta:
[a,= dv/dt = v.dO/dt = v. @] [a,= dv/dt = dv/dt ]

Teniendo en cuenta que R. @ = v, la componente centripeta de la aceleracion puede
escribirse:

a,=vo=Roo=Rae = VR

De manera que, para un movimiento circular de cualquier tipo, valen las expresiones
instantdneas:

Ro=yv a= V.o y a, = dv/dt (si la hubiere)

MOVIMIENTO CIRCULAR UNIFORME (MCU)

Corresponde al caso en que la velocidad angular se mantiene constante ( @ = cte ) y por
consiguiente la rapidez de la particula también (v=cte.=k),dadoque R.w = v.

Se deduce que a, = dv/dt = 0 [porque dk/dt = 0], y que el modulo de la aceleracion
centripeta también se mantiene constante, con valor:  a_= v. ®.

En cuanto a la posicion sobre la circunferencia, la ecuacion a aplicar es similar a la usada en el
MRU, en el que tampoco variaba la rapidez. Si v =ds/dt (habiamos llamado ds al arquito
diferencial), resulta s = v.t+s, , en donde s, es la posicion inicial (t,=0) respecto
de un sistema de referencias adoptado arbitrariamente.

e 4.0
o
De otra manera: / 3>C R T/)
3/
®=do/dt > B8 =0 +at v v 3
. -—

Pero: ©.R =s —> 0,.R=s5, /3)

(6, + ®.t).R =5 "

h \ .".. +s
Ycomo ®.R =v, s, + .t =5 v
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Se define a la frecuencia (f) como el nimero de revoluciones (vueltas) que ejecuta una rueda
0 una particula sobre una circunferencia, por unidad de tiempo:

y al periodo (T) como el tiempo que tarda en dar una revolucion:
T = At/ N°rev [T] =[t] =s

Por lo que resulta: f=1UT

Por otra parte, como por definicién la velocidad angular es: @ = d6/dt, en el MCU podria
escribirse @ = AB/At ; es decir, el cociente entre un dngulo barrido y el tiempo en que se
tardd en barrerlo. Para el caso particular en que el dngulo es de una revolucion, el tiempo es
de un periodo T. Luego,

® = AO/At = lrev/T = 201rad /T = | 211f

Ejemplo 16

Un disco, de Im de radio, gira en sentido horario con MCU a razén de 50 rpm
(revoluciones “por” minuto). Hallar:

a) Su velocidad angulary su aceleracién angular.

b) Su periodo.

c) Lavelocidad y la aceleracion de uno de los puntos del borde del disco.

d) La posicion de ese punto al cabo de | s de comenzado a contabilizar el movimiento
(desde t,=0), para dos sistemas de referencias distintos.

Ademds, dibujar todos los vectores de las magnitudes mencionadas contenidos en el plano del
circulo.

Solucion:
a) El dato 50 rpm es frecuencia, ya que 50 rpm = 50 rev / min

[ @ = 2150/ [min] = 211.50/[60s] = ST I/s
En cuanto a la aceleracion angular, o = do/dt = d(cte.)/dt =0
b) Si f = 50 rev/imin = 5/6 1/s, resulta: T=1/f =6/5s
c) E/:co.R:SBHI/s.Im: 5/311 m/s (cte.)

=2+

Pero: a =0, yaque a, = dv/dt = d(cte)/dt = 0 7 - _a>c
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a =v.o = 53T m/s.531 I/s = 25/9 .17 m/s’

d) \
10
(tO ~ O)Io referencia
+s
(t=1s) E:+v.t+0:5/3nm/s.ls ~ +5.24m
s
posicion Estos 5.24 m se miden sobre la circunferencia,
a partir del “0” establecido.
giro
S :
@ > (t,-0) -
o \so| = 1.5m (tomado arbitrariamente)
7. 0
E =v.t+s =-530m/s.ls - 15m=
(t=1s)
S ~ -524m - 1.5m ~ - 6.74m
posicion
ref(:;esncia Las posiciones y las referencias se toman sobre

B la circunferencia, (trayectoria). Se han dibujado

separadas para mejorar la interpretacion de la

En cuanto a los vectores solicitados:

<V

> >
Observar que los vectores v y a_no son constantes en el MCU ; pero son constantes sus
modulos.

i Son los tunicos vectores que se pueden dibujar en el plano de la circunferencia !

Los vectores (o seudovectores) velocidad angular y aceleracion angular son
perpendiculares al plano de la circunferencia, como veremos a partir de que
definamos el producto vectorial, en el capitulo de SISTEMAS de PARTICULAS .
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Ejemplo 17

Muchos satélites artificiales, y entre ellos la plataforma o laboratorio estable espacial, giran
alrededor de nuestro planeta en una orbita aproximadamente circular; su movimiento es un
MCU ya que solo actia sobre cada uno de ellos una aceleracion perpendicular a su trayectoria.

Si un satélite estd en orbita ecuatorial circular a 300 km de la superficie terrestre, en la que la
aceleracion de la gravedad es de unos 8.95 m/s’ , calcular su velocidad tangencial y su

periodo. (Considérese el radio de la Tierra de 6378 km en el ecuador).

Solucién:

.M........-...,._.... g = Vz/(RT-I-h) >

....°’°‘. ‘- g RT h
a h\\ Tierra Y & (R +)
g

v = 27831 km/h

De: v/(R +h) = @ = 201/T Ea— T =~ |.51hs. ~ |h 30min

MOVIMIENTO CIRCULAR UNIFORMEMENTE VARIADO (MCUV)

Es un movimiento en el que la rapidez de la particula que se mueve sobre una circunferencia
varia uniformemente, con aceleracion angular (o =) constante.

Entonces, partiendo de la definicion de aceleracién angular, (o = dw/dt ) , se deduce
que en este movimiento la velocidad angular vale:

0w =ot+ o,

y, dado que ® = d@/dt, integrando esta expresion se obtiene la ecuacién que da la posicion
en funcion del tiempo:

0 =%at +a,.t+86,

Como para cualquier tipo de movimiento circular valen:

v=oR a, = dv/dt a=Vv.o v = ds/dt s =R0O
se obtiene: v=(at+ ®)R a, = d(@R)/dt = R. dw/dt = R. a
y también: s = YoaRt+we.Rt+s, = %a.t+v.t+s,
= Pero, como quedo dicho al estudiar los movimientos rectilineos, cada uno
de los términos de las ecuaciones planteadas en los movimientos circulares puede ser
positivo o negativo, dependiendo ello del sistema de referencias adoptado. =3

Si se tratara de un MCUV de sentido horario, con rapidez creciente, los vectores de velocidad
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y aceleracion serian:

Obsérvese que el
. >
modulo de d se
mantiene constante,

mientras que crece
9
el de a_.

SV

A

Como vemos en el punto 4, por ejemplo, la aceleracion de la particula (siempre entrante a la
9

> tes 3
curva) es d,, con componentes 4, y a, .

Ejemplo 18

Una particula gira en sentido horario con MCUV vy pasa por el punto A con una rapidez de
180 km/h . Tarda 1.07 s en llegar a B.

, 0/’ referencias
. =4 M 4 = : S 1
a) ; Cuédnto tiempo mds demora en llegara C ? (t, ‘_9_)_0&49\
0“‘ A :«I ..% +e
b) ; Cudl es su posicién al cabo de 1.5 s después .." EGO,' “ s
de pasar por B, teniendo en cuenta el sistema de : 8y 5
referencias dado en la figura ? sk o-oo----- §------3-- B
€y R :
DATOS: /
..'l-----" * giro

|so\ =5m ; R=50m
‘90‘ = ‘so‘ /R =0.1rad

Solucién:
(t=2.575) o
a)
v, = 180 km/h = 180 [km]/ (h) = posicion
= 1801000 m]/ (3600's) =
= 50m/s
®, =V,/R = lradls = I/s

0=Vtat+a,.t+0, = A0=0-0,=%at, +a,t,

n/2 = Yaa. (1.07)" + 1.07 —> o ~ 0875 I/s'
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0.-0,=%at'  +a,.t, = 3211 ~ 0.875.t,./2 + 1.t

© AC

De esta ecuacién surgen dos valores de t,.: t.,, = 233s vy t, ~-46ls

Obviamente, el Unico que tiene sentido fisico es el valor positivo. Por lo que la respuesta es:

te =t -t,=233s-107s= 126s

by s=% Rt + @ Rt +s, t==t,+15s=(l.07+15)s=257s

s = %.0875.50.257 + 1.50.257 -5~ 268m

Para terminar el estudio de los movimientos circulares uniformes y uniformemente variados,
observemos como las correspondientes ecuaciones generales se parecen a las utilizadas en los
movimientos rectilineos uniformes y uniformemente variados, respectivamente. Al igual que
en aquellos, se pasa a una ecuacion del MCU haciendo CERO la aceleracion en la del MCUV:

MCUV : s = LoaRt+ o.Rt+s = %a.t+v.t+s,
ﬁ a=0 (a=0)
MCU s = o.R.t+s =+v.t+s

Las ecuaciones horarias de los movimientos circulares pueden representarse a través de
graficos horarios, como los ilustrados a continuacién:

MCU :
9 A S A
- N
\
Iﬂ ’ \
, \
’ o \
’ > » \
, t t \
1 ~ ~ \
1 \
1 \
) \
| ]
| |
| \Y/ )
\ o A A )
\ )
\ 1
\ 1
\ /
\ 7
\ /
\ /
\ ———— 7
\ /2
\
~ _ >
> >
t t
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MCUV :

A partir de la observacion de las curvas @ =f (t) y s=1(t) se obtienen cualitativamente las
de @=1f(t) y v=1(t). Serelacionan entre si las del mismo espesor de trazo, como puede
deducirse al tener en cuenta que @ =d0/dt y v=ds/dt.

Hemos dicho que en cualquier tipo de movimiento circular se cumple:

v=oR a, = dv/dt a =Vv.o v = ds/dt

C

La componente centripeta de la aceleracion, ?c , se debe al cambio de direccién de la
velocidad lineal, como habiamos demostrado. De lo que se deduce que si la particula se
mueve sobre una curva distinta a la circunferencia, esa componente existe y estd relacionada a
“alguna circunferencia”. Es decir, cualquier movimiento sobre una curva puede aproximarse a
un movimiento circular, en un breve tiempo dt .

Si la particula describe la trayectoria sefialada en la figura siguiente, al pasar por los puntos I,
2,3, ..., la direccién de su velocidad es tangente a esa curva y a algunas circunferencias que
toquen a la misma en dichos puntos:

..-..........,... trayectoria
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Cuando estas circunferencias cumplen con la condicién de tener:

- la misma derivada primera que la trayectoria en los puntos en que la tocan
(igual tangente);

- la misma derivada segunda que la trayectoria en los puntos en que la tocan
(igual curvatura),

pasan a llamarse:
CIRCUNFERENCIA OSCULATRIZ

Es la circunferencia que “besa” (le da un 6sculo) a la curva en un punto de manera que, en ese
punto, da lo mismo considerar que la particula se mueve por la trayectoria real o que lo hace
por esa circunferencia. (La velocidad en ese punto es la misma recorriendo uno u otro camino;
y lo mismo sucede con la aceleracién). Por lo tanto, si se puede hallar el radio p de dicha
circunferencia (que es el radio de curvatura de la trayectoria), aparece el elemento que hace
falta para calcular la componente centripeta de la aceleracion:

_ 2/

a_=Vvlip
A simple vista podemos ver que a trayectorias con “curvas cerradas” corresponden
circunferencias con p pequefio, y que a medida que se “abren” las curvas, el p aumenta.

Luego, para el caso en que la curva se transforma en recta, el p se hace infinito y la
aceleracion centripeta cero.

El radio p de la circunferencia osculatriz se calcula partiendo de la ecuacién de la
circunferencia y de la igualdad de derivadas primera y segunda, como sefialdramos en parrafos
anteriores.

YA

yP o* >

e 09 04,
“20e,

...
. .
A R X

v

g dyldx =y = - (x-x)/(y-y.)
dyld = y " = - p'l(y-y.)
En el punto P resulta: p’ = (%-x) + (Vo-y)
y,(p) = - (Xp_xc)/(yp_yc)
Y oy = - P (YeYe)
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Combinando estas dltimas ecuaciones se llega a :

. 283112 ..
p:[(]‘l')’(P))] /y (P)

Verificaremos que esto es cierto en un punto cualquiera de la trayectoria parabolica
correspondiente a un tiro horizontal.

Ejemplo 19

Desde 50 m de altura se lanza horizontalmente una piedra a 50 m/s . Calcular,

considerando g = 10 m/s’ , el radio p de la circunferencia osculatriz a 250 m del
lanzamiento (medidos sobre la horizontal) aplicando: a) la aceleracion centripeta como

componente de la aceleracion de la gravedad; b) la formula de p .

Solucién:

) y (m) 4

50 O

-125m

La circunferencia no esta en escala

En el punto Q, como en todos los de esta trayectoria, la aceleracién es la de la gravedad, la
. > >
que puede descomponerse en las componentes: tangencial ( § . paralela al vector v )y
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centripeta ( g, . apunta al centro de la circunferencia osculatriz).
Luego: g = Vip — p = vig

con: g =g cose y ¢ =arctg v/v, = arctg[-g.t]/v, = arctg [- g (x/v,)] /v,

Para x = 250m  resulta: @ =-45° y g = 7071 mis’
con lo que: - -

p = (50°+50°)/7.07 = 707.1 m
b) Para el sistema de referencias adoptado en a),

y=y,-hegt=y -%gx/v' =50-x/500

de donde:
y = - 2.x/500 = -x/250 = Y= - 2501250 = - |

y = - 11250 = y = - 11250

p=101+y W V1% y " = [CLH YT/ 1250 = [8]7.250 = 707.1'm

i Igual que en el inciso a) !

MOVIMIENTOS RELATIVOS

En los primeros pérrafos de este capitulo de CINEMATICA ... hablamos de Sistemas de
Referencias y dimos a entender que siempre nos referimos a “algo™ que consideramos fijo, al
hablar de una particula quieta o que va cambiando de lugar. Es decir, los movimientos son
siempre relativos y hasta aqui lo fueron preferentemente respecto de Tierra. Veamos ahora
como deducir ecuaciones que nos permitan “ver” las particulas desde distintos Sistemas en
movimiento entre si.

Si marchando en auto sobre una ruta nos encontramos con algln amigo que avanza en su
vehiculo en el mismo sentido, podemos apurar nuestra marcha hasta alcanzarlo y poner a la
par ambos vehiculos para dialogar a través de las ventanillas. Cuando esto sucede, cada auto
se mueve a la misma velocidad respecto del suelo, pero a velocidad nula uno respecto del otro;
si los movimientos son uniformes, y se hicieran transparentes todos los demds objetos del
planeta excepto nosotros y nuestros vehiculos, ni nos dariamos cuenta de la existencia de
algdn tipo de movimiento.

Pero si nos cruzamos con un carro que avanza sobre la misma ruta viniendo de frente, en
sentido contrario, “sentimos” que la velocidad relativa de nuestro auto respecto del carro
depende de nuestras respectivas velocidades en relacion a tierra. Si avanzamos a 80 km/h ,

por ej., y el carro lo hace a 40 km/h , “se nota” que la rapidez entre auto y carro es superior a
80 km/h .

Los dos ejemplos mencionados nos dicen, intuitivamente, que es vdlido pensar que
9

> > L .
V,= V. - V. ,al menos sobre una recta. (Los subindices 1|, 2 y T significan auto, carro y
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Tierra, respectivamente. )

Pero veamos qué nos dice una situaciéon completamente general, en la que dos moviles (A y
B) se desplazan en un plano, y uno de ellos (B) transporta un objeto (M) que también es libre
de moverse dentro del mavil.

> _ > >
[ = fyn + [

— > B > >
rMA - rBA + l’ME»

> > >

AT = AT + AT

MA

> > >
dr,, = dr, + d1,
Dividiendo esta ecuacion por dt inmediatamente surge:
> > > .
VMA - VBA + MB
, > > >
que equivale a : Vs = Vs Ven
, . N > > >
y es lo mismo que entendiamos intuitivamente: (V, = V;-V,.)
: : > > >
Derivando la * , se obtiene: a, = a, + a,

Es interesante destacar que si la velocidad de B respecto de A es constante, la aceleracion
del mévil M en uno de los Sistemas de Referencias (ubicado en A) es la misma en el otro
Sistema de Referencias (ubicado en B):

> > >

Si V,, = cte., = a,=0 .. 3, = a,

i La aceleracion de una particula respecto de un Sistema de Referencias es la misma
respecto de otro Sistema de Referencias, si ambos se mueven a velocidad constante !

[ Ten presente esto en el capitulo de DINAMICA de la Particula ]
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Obsérvese que si B gira de la manera que se indica,

manteniéndose invariable la posicién de M respecto del origen de coordenadas de A,y la
posicion del origen de B respecto de A , resultan nulas las velocidades V., y V., . por lo
cual apareceria una contradiccion en la ecuacion de adicion de velocidades:

S LN
%: BA +VMB

dado que al girar B con su Sistema de Referencias, ?MB = 0.

Lo que sucede es que la ley de adicidn de velocidades vista es valida sélo para el caso en que
no hay rotacion. Si bien en cualquier caso es cierto que FTAA = ?BA + ?TWB ‘la derivada de esta
ecuacion respecto del tiempo NO es una suma de velocidades. Puede demostrarse que la
derivada respecto del tiempo de un vector en un sistema que gira es igual a la derivada
respecto del tiempo de ese vector en un sistema fijo menos el producto vectorial de la
velocidad angular por el vector en cuestién. Pero esto no es objeto de estudio en este capitulo
de CINEMATICA de la Particula .

Ademds, v,. = Vv, + V,, es valida en casos en que nos referimos a velocidades mucho
menores que |a velocidad de la luz. Si bien nuestros movimientos cotidianos cumplen con esa
condicién, es bueno tener en cuenta que la ley de adiciéon de velocidades vista corresponde al
caso particular en que v, y V,, son mucho menores que c¢ (velocidad de Ia
luz =~ 300 000 km/s), como puede apreciarse en la expresion siguiente:

Ve, + V

BA MB

MA 5
I+ (V. V! C)

Por otra parte, también el espacio y el tiempo tienen otra dimension en sistemas que se
mueven a velocidades cercanas a la de la luz. Pero este es un tema de Relatividad Especial que
excede a los capitulos de Mecdnica Clasica que aqui tratamos. Sin embargo es oportuno
sefialar una vez mas que el Universo es mucho mds amplio y maravilloso que lo que nuestra
intuicion percibe; suceden cosas que no podemos “comprender” con los sentidos por la
sencilla razén de que estamos adaptados al medio ambiente que nos engendr6. No parece
que necesitemos entender qué pasa a enormes velocidades cuando vivimos cotidianamente
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“casi parados” respecto a la luz.

La teoria de la Relatividad Especial (y también la de la Relatividad General) ha sido verificada
experimentalmente. Las personas que han estado en orbita alrededor de la Tierra viajaron a
velocidades cercanas a 30 000 km/h. jTodavia pequefiisimas frente a la rapidez de la luz! ¥
sin embargo, en sus sensibles relojes atomicos, se pudo detectar que descendieron siendo
millonésimas de segundo mds jovenes que quienes nos quedamos en el planeta.

Esto, que es incomprensible para nuestras “lentas” experiencias de vida, sin embargo se
calcula sencillamente aplicando la ecuacion

t =t /[I-(v/c)"

enlaque t y t, son tiempos medidos en sistemas de referencia distintos: t es el tiempo
que mide quien estd en “reposo”, y t, el que registra en la nave que se desplaza con la rapidez
v; ceslavelocidad de la luz.

Se deduce facilmente que cuando v << ¢ ambos tiempos son practicamente coincidentes;
i podemos cronometrar nuestros relojes con los de tierra aunque hayamos realizado un viaje
en jet a 1000 km/h !

Es imposible superar la velocidad de la luz. Pero si pudiésemos viajar ida y vuelta al grupo de
estrellas Centauro, a més de 4,3 arios-luz de distancia, a una rapidez del orden del 90% de
¢ , demorariamos 9.55 arios para quienes nos esperan en la Tierra; en cambio para los
viajeros habrian transcurrido 4.16 afios .

Ejemplo 20

Los moviles A y B de la figura se encuentran a 200 m en el instante t, =0, marchando
en sentidos opuestos con rapidez constante a 40 m/s y a 80 m/s respectivamente.

B A
80 m/s 40 m/s
— _o——oF ol —
i 200m  (t,=0) i

Calcular:

a) Lavelocidad de A respecto de B .

b) La velocidad de B respectode A .

c) Elinstanteen que A y B estuvieron en el mismo lugar.

d) La distancia a la que se encontraban un segundo antesde t, =0 .
Trazar:

Los graficos horarios x = f (t) respecto de Tierra para cada vehiculo, con distintos sistemas de
referencia, y el grafico horario x,, =f (t) .

Solucién:

. . > > >
.  Tomando el Sistema de Referencias: —> + , de V, = V., - V.  dadoque
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las componentes de los vectores coinciden con éstos (que se encuentran sobre la misma
recta), resulta:

a) Vi =V, -V, = 40m/s - (-80m/s) = +120m/s
b) Vi, =V, - vV, =-80m/s - (+40m/s) = -120m/s
9

Obsérvese que V,, es la velocidad de A respecto de B . Escomosi B estuviera detenido y
A se moviera alejdndose de B hacia la derecha (en el sentido del Sistema de Referencias, en
este caso) ; poreso v,,>0. Y con el mismo criterio v,, <0 .

c)  Siconsideramosa B detenidoya A moviéndose con velocidad constante V., , vale la

ecuacion general usadaen MRU : x,, = X,,, + V.t . Parael caso:
B A
—o—oF sl —
X5, = +200m -
0 =200m + 120m/s . t, t =-1.66s
[ Se interpreta al signo “-" como que el hecho sucedid 1.66 s antesde t,=0.]

d) Xpg = Xy + Vy.t = 200m + 120m/s(-1s) = + 80m

En cuanto a los gréficos horarios x = f (t) respecto de Tierra, si consideramos al CERO del
Sistema de Referencias elegido como ubicado en el lugar en que estaba B en t, =0, resulta:

X (m) A A/

200

X, = X, + V,. t

X, = 200 + 40m/s . t

»
>

t (s)

X
|

g = X, t V. t

/

0+ (-80m/s). t

= X+ Vi .t = 2004120, t

ABO

/I 0 :t(s)

Il. Tomando el Sistema de Referencias : + — resulta:

a) v, = -120m/s b) v,, = +120m/s c) t =-1.66s d) x, =-80m
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En cuanto a los gréificos horarios x = f (t) respecto de Tierra, si consideramos al CERO del
Sistema de Referencias elegido como ubicado en el lugar en que estaba B en t =0, resulta:

x (m) 4 ~
B X, =0+ 80m/s.t

t,=- I_.665 0 t (s)

ABo AB

- 200 =< X, = -200 + (- 40 m/s). t
A v

I
\ 0 _t(s)
-1.66’\ g

- 200 Xap = Xpgot Vps - £ = -200 - 120 .t

Ejemplo 21

Un nadador cruza un canal de orillas paralelas nadando a 8 m/s respecto del agua, que a su
vez avanza a 6 m/s respecto de tierra.

Determinar en cudl de los casos llega primero a la orilla de enfrente: a) nadando siempre en
forma perpendicular a las orillas; b) nadando de manera que llegue justamente al punto
opuesto (B) al de la largada (A) , como indica la figura.

loe]

<€— Agua

] Orillas

j> ot--------9

Solucién:

Nadar a cierta velocidad respecto del agua de un rio es como caminar a cierta velocidad sobre
una cinta transportadora en movimiento. La velocidad respecto a tierra firme resulta:

> > >
VNT - VNA + VAT
en donde los subindices significan: N : nadador; T: tierra; A: agua
a) Nadando siempre en forma perpendicular a las orillas y a la corriente de agua:
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el nadador aparece en el punto C de la orilla opuesta, porque lo arrastra la corriente. El
tiempo que tarda en llegar se puede calcular con:

t=AC/v, o con t = div,

como puede deducirse facilmente.

b) Nadando de manera de llegar al punto B :

B

>

Ve oo >

N,T/T Via
\_/>AT * ) nadador

[]
A

se observa que para el mismo modulo de Vv, y la misma velocidad del agua, el tiempo para
llegar al puntp B. es mayor que para llegar al C del caso anterior, ya que v,, es menor que
V., en esta situacion:

t = div,

Ejemplo 22

. . . > ~ s
Un proyectil es lanzado hacia adelante con una velocidad v, , desde un cafion montado en

.. . . > ..
un avion que vuela horizontalmente con una velocidad V. Hallar: a) La ecuacion
de la trayectoria del proyectil relativa a tierra. b) La ecuacion de la trayectoria del proyectil
respecto del avion. ¢) La ecuacion de la trayectoria del avion relativa al proyectil.

Solucién:

> _9 >
VpT - Vpa + VaT

a) > >
/) V.,  proyectil Vo,
y

A ‘.. Yor = H-%ag.

X

x
|

x

[=}

+

<

-+
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b) A y, = rgt
>4 X |

v
x
Il
<
-t

P pa
y p — Vm
Y, = kgt X, = V.t =-v .t
Y, =-hgIx I(v)T = -Yhg(x,/v,)

Ejemplo 23

En los dias en que llueve y no hay viento, las gotas de agua caen verticalmente. Si
atravesamos la lluvia con un auto o un tren, vemos que las gotas trazan lineas oblicuas en los
vidrios, como consecuencia de los movimientos relativos. En el caso en que nos desplacemos
a 108 km/h sobre una via o un camino horizontal, y las gotas caen verticalmente con una
rapidez de 15 km/h , calcular el dngulo que forman sobre los vidrios aproximadamente
verticales del vehiculo que ocupamos.

Solucién:
Si usamos los siguientes simbolos: T: Tierra ; t: tren ; g:gota se puede escribirla
siguiente ecuacion de las velocidades relativas:
> > > > L >
Vo = Vgoo Vg -V, >V,
de la que se desprende: | >
X
Vgtx = Vng B Vth
_ ) y
a — Ve~ Vay
Pero si la gota cae verticalmente y el vehiculo marcha horizontalmente,
Vng = O y vt:Ty = O Vgtx = - Vth y Vgty = VgTy
2 2312 2 29172
Voo = (Vgtx +Vgty) = [ Vth) + (VgTy)] tgd = 'Vth/ Very
Ejemplo 24

Un carrito se encuentra en reposo sobre un plano inclinado, en el punto A . En un instante
determinado (t, = 0) se lo suelta y comienza a deslizarse libremente, sin roce, por dicho plano.
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Al llegara B ,_;ustito casi tocando el plano horizontal del suelo, desde el carrito se lanza una
particula con V, respecto del carrito, en direccion perpendicular al plano inclinado. Calcular
en qué punto del suelo |a particula hace impacto.

DATOS: -
— >

AB = 85 m Vo

v, =30 m/s

0 =37°

g = 9.8 m/s’

suelo

Solucién:

Este es un caso de movimiento relativo. Es conveniente calcular cual es la velocidad de la
particula respecto del suelo, cuando el carrito llega a B , y transformar el problema en uno

simple de tiro oblicuo, desde el mismo suelo: >
v
0

v
1 B
3 \%: A
: >
VC

/&9 t |

>
VcT B ____________
>
eeessesenns ceer. Vg
...... . Ceea,, WAV
oe® .
o’ )
%4 1 .
- DI
] 1 —_—
X 'IA Xma’x VBX 0=8

v, = (AB.2. g sen )"

(85m.2.9.81.m/s’.0.6)" = 10m/s

o = V,;.C080 = 10m/s.0.8 = 8mls

Vg, = -(V,.sen0) = -(10m/s.0.6) = -6mls
V= V,.5en0 = 30m/s. 0.6 = 18 m/s
o = Vp-C0s0 =30m/s.0.8 = 24m/s
Vg, =V, + Vv, = 18m/s + 8m/s = 26 m/s
Ve, = Vo, + Vo, = 24mls - 6m/s = 18 mls

VB = (VBXZ_I_VB\/Z )1/2 — 3[62 m/S th = VBy/VBx — 0692 B — A._o

Con estos datos del tiro oblicuo es facil hallar el alcance maximo sobre la superficie horizontal:

X . = v, .sen2B/g = 1000m’. 0.936/9.81 m/s’ = 954 m

max
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Experiencias sencillas

*  Si lanzas con la mano una pelotita de golf verticalmente hacia arriba, verds que
asciende mds alto cuando sale despedida de tu mano a mayor velocidad ( recuerda:

h . =v'/2g). Perosicon el mismo movimiento de tu mano (aproximadamente igual
velocidad inicial) lanzas una pelotita de ping pong o un globo, observards que éstos no
alcanzan la altura de la pelotita de golf. Esto se debe a que para deducir la expresion
anterior no tuvimos en cuenta la presencia del aire, lo que comprenderas mejor luego de

estudiar el capitulo de DINAMICA de la Particula .

*  Siviajas en auto, tren o avién a velocidad constante, puedes lanzar verticalmente
hacia arriba cualquier objeto y recibirlo en tu mano en su caida. Y si de un tren se trata,
por ejemplo, podrds apreciar a través de su ventanilla que durante el tiempo de vuelo del
objeto el paisaje se movid. Luego, desde el punto del vista de alglin observador externo
al tren, ;hubo un lanzamiento vertical u oblicuo?... Obviamente, para un sistema de
referencias anclado en Tierra, la velocidad de salida del objeto es v (oblicua), con
. > . . > i
componentes horizontal ( v, , velocidad del tren) y vertical ( v_, la que vos veias en el
vagon). Se puede simular esta experiencia con un carrito de juguete y un cafioncito a
resorte montado en él:

>,
v [¢)

[¢]

Desde el carrito: I >

l

Desde la Tierra:

9
A\
\ Y- e’

>
;XT vC

T >,
. \'

*  Toma una lamina metalica flexible (por ejemplo una hoja de sierra) y pega en uno
de sus extremos un par de plataformas de carton en forma de “ele”, para depositar sobre
ellas sendas cuerpitos como pedazos de tiza o piedritas, como indica la figura:

| hoja de sierra | o 2l
vista lateral s~ plataformas —7 vista de frente

con piedritas

Ahora flexiona la hoja de sierra y suelta el extremo de las plataformas, de manera que
una piedrita salga horizontalmente y la otra comience a caer en forma vertical, desde
velocidad inicial CERO ( se le quitd el piso ). Verds que, cualquiera sea la altura desde la
que hayas hecho la experiencia, ambas piedritas llegaran al suelo simultdneamente.

* Fabrica un cafioncito con un tubo de pldstico rigido y un resorte en su interior,
comprimiendo el resorte con un hilo que soltards para que el “cafioncito” lance el
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proyectil (un pedazo de tiza o una bolita). Con el auxilio de un transportador toma la
medida de los dngulos de disparo, para verificar que los lanzamientos a 45° son de
mayor alcance, medidos en el mismo nivel de salida de la boca del cafién.

Ce
seecccee,, .,

A® alcance " °°

: ji/////

En el verano, en forma refrescante y divertida, se puede observar que el chorro de agua
que sale de una manguera con la que estamos regando llega mas lejos para determinado
angulo de salida, que a simple vista parece estar a unos 45°.

*Con buena aproximacion puedes verificar que la trayectoria en un tiro oblicuo es una
pardbola. Sobre una tabla con papel milimetrado y papel carbonico colocada como un
plano inclinado, lanza horizontalmente una esfera (bolilla de acero) para que ruede
sobre el carbonico. Al levantar éste verds sobre el papel milimetrado una curva que
puedes verificar facilmente corresponde a una parabola: para distintos puntos de la
curva toma las coordenadas x e y vy verifica que se cumple la ecuacion: y =x".

8

perfil del tablero

* S tienes en cuenta que cada tramo de la cadena de una bicicleta tiene la misma
rapidez respecto de la misma, y mides los diametros del pifién, de la corona y de una de
las ruedas, como asi también la longitud de la palanca del pedal, puedes calcular las
vueltas que debes ejecutar con los pedales (y luego verificarlo andando en bicicleta)
para avanzar, por ejemplo, tres cuadras.

*  También puedes experimentar con tres compafieros las cuestiones de las
velocidades angulares y tangenciales. Si se colocan a una distancia de | m entre siy
pretenden conservar la linea imaginaria que los une mientras giran alrededor de un
punto alejado a 2 m de la persona mds cercana, calcula y verifica cuantos pasos debe
realizar cada uno para dar una vuelta en el mismo tiempo, si cada uno se esfuerza por
hacer el mismo paso, de 0.4 m , por ejemplo.
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DINAMICA de la Particula

La parte de la fisica que estudia las causas de los movimientos en general (alguno de los cuales
se analizd en CINEMATICA de la Particula ), se llama Dindmica . La que veremos a
continuacion es la correspondiente a la particula, considerada aqui como un objeto grande en
relacion a las particulas subatomicas y, ademds, moviéndose a velocidades mucho menores
que la de la luz. Lo que estudiaremos es, pues, la Dindmica del campo de la Mecdnica
Cldsica.

Isaac Newton (cuya biografia y otros datos de interés pueden encontrarse en casi todos los
buenos libros universitarios existentes en plaza) resumié en tres Principios o Leyes sus
observaciones de la naturaleza en el dominio de la dindmica. En ellos aparecen magnitudes
fisicas que conviene definir antes de analizar a estos Principios uno por uno.

Masa: Es una cantidad escalar generalmente representada por la letra m . En principio, y a

efectos de lograr una rdpida interpretacion, diremos que masa es la medida de la
cantidad de materia que posee un cuerpo. Cuantos mds dtomos contenga un dado volumen
de materia, mayor serd su masa; y cuanto mas grandes sean esos atomos ( en cantidad de
particulas subatomicas), mayor serd también su masa. Pero para identificarla como
“magnitud” es necesario definir cémo se la mide: con qué se la compara.

Se toma como masa patrén a un cuerpo de platino-iridio que se encuentra en un laboratorio de
Francia, cuya masa se define de un kilogramo - | kg - . Ahora, todas las masas de los demas
cuerpos se compararan con la patron usando una balanza de platillos.

Existe otra manera de definir la “masa” y de establecer cuindo dos cuerpos tienen igual masa. Ver el
método de Mach en “Mecdnica Elemental”, de |.G.Roederer, para la determinacion de la “masa inercial .
Por otra parte, la masa varia con la velocidad, aunque esto solo se aprecia a velocidades importantes frente
aladelaluz. (Nuestro mundo “clasico” de Fisica A estd lejos de esta realidad).

Impetu lineal
(o “cantidad de movimiento™): Es una magnitud vectorial generalmente representada
por B . Depende del Sistema de Coordenadas, ya que

es el producto de la masa de un cuerpo por su velocidad:
> >

p =m.v [p] =[m].[v] = kg.m/s
Fuerza: Es una magnitud que representa la intensidad de la interaccion entre dos cuerpos.
Pero cuando hablamos de la accion sobre uno de estos cuerpos por parte del otro,
aparecen también la direccion y el sentido de la fuerza. Por otra parte, si dos 0 mds cuerpos
actian sobre un tercero, la fuerza neta (o resultante) se obtiene, segin la experiencia lo
indica, sumando las fuerzas con las reglas de la suma de vectores; por lo cual la fuerza es
una magnitud vectorial, generalmente representada por f .

PRINCIPIOS DE NEWTON

ler. Principio
(Principio de inercia)

“ Todo cuerpo (particula) permanece en reposo o se mueve con MRU a menos que sobre él
actten fuerzas que modifiquen dicho estado ”.
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En realidad, una particula puede estar en reposo o moverse con movimiento rectilineo
uniforme audn en presencia de otros cuerpos con los que interactia. Para ello debe darse la
situacion de que el conjunto de las fuerzas que el medio ambiente (los otros cuerpos) le aplica
debe equivaler a una fuerza neta CERO.

9
2E=0 — _p> = cte. (en particular, f)) =0)

Analiza qué le pasa a un auto que avanza por el tramo recto de una ruta horizontal,
a 110 km/h . ;Hay fuerzas actuando sobre el auto? .... Evidentemente si, porque hay “medios
ambientes” actuando sobre él: el piso, el aire, la Tierra. Entonces hay mas de una fuerza,
aunque el efecto es como si no la hubiera, a juzgar por el desplazamiento con velocidad
constante del vehiculo. La suma vectorial de todas esas fuerzas vale CERO.

2do. Principio
(Principio de masa)

“ Si sobre una particula existe una fuerza neta como consecuencia de su interaccién con
varios cuerpos, se cumple: > > ‘
2f = dp/dt

ecuacion que, en caso de que la masa no se altere durante la aplicacion de las fuerzas, se
escribe:

stl = aedydt = m &ide = | m3

3er. Principio
(Principio de accion y reaccion)

“ Cuando interactian dos cuerpos, las acciones dindmicas (“fuerzas”) entre ellos aparecen en
forma de pares a los que se llama accion-reaccion. Siun cuerpo A interactia con
otro B, el cuerpo A le ejerce al B una fuerza f,,, mientras que el B ejerce sobre el
A, en la misma direccion, una fuerza de igual intensidad pero de sentido contrario: TM "

7.7 AT

Estos son los tres Principios que dan fundamento a la Mecdnica Clasica. Son validos los tres,
si bien el ler. Principio parece una consecuencia del 2do. Pero esta cuestion sera analizada
mas adelante en “Sistemas No Inerciales” .

Los cuerpos interactlan en contacto o a distancia. Podemos empujar, sujetar, ... (fuerzas de
contacto), o dejar caer algin cuerpo a tierra o levantar agujas de una mesa con un iman

(fuerzas de accion a distancia).

En la Naturaleza existen solo tres tipos de fuerzas: gravitatorias, electromagnéticas y nucleares
(aunque éstas ultimas, de acciéon a muy corta distancia entre los componentes de cada nicleo
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atémico, pueden dividirse en dos: fuerzas fuertes y fuerzas débiles). Si un cuerpo cae, es
porque sobre él actta una fuerza gravitatoria; si un material pldstico frotado atrae a pequefios
objetos, es porque entre ellos aparecen fuerzas eléctricas (electromagnéticas); si un cuerpo se
apoya sobre una mesa, lo sujetan fuerzas electromagnéticas ...

Todas las particulas, cualquiera sea su masa, se atraen entre si. Responden a la Ley Universal
de Atraccién Gravitatoria, que se expresa asi:

Fo=G m.m,/d

y significa que los cuerpos se aplican entre si fuerzas de atraccion (llamadas gravitatorias)
proporcionales a sus masas e inversamente proporcionales al cuadrado de la distancia que los
separa.

> m,
> F
F g
g
m, .
d \
\/
\
\
Las fuerzas gravitatorias son muy pequefias. Son, aproximadamente, j 10* | veces mds

pequefias que las electromagnéticas, a pesar de que los golpes que nos damos al tropezar y
caer sobre el suelo debido a la atraccion del planeta parecieran indicar lo contrario. Por eso la
constante G, llamada constante de gravitacion universal, tiene tan pequefio valor:

G=667.10" N.m"/kg’

Lo que sucede entre dos particulas cualesquiera, sucede entre la Tierra (enorme particula) y
otro cuerpo. En tal caso la fuerza de atraccién gravitatoria se llama peso :

Tierra

Seria bueno que verifiques, con cuentas muy sencillas, que la influencia gravitatoria de los
planetas sobre las personas es despreciable. jNi hablar de la de las estrellas, muchisimo mas

lejanas! . Si llamamos m, a la masa de un hombre que vive en la Tierra, M, a la masa de

Jupiter, d. a la distancia entre este planeta y el nuestro, aplicando F, = G.m, . M/ d]Tz
verificamos que la atraccién gravitatoria de Jdpiter sobre cada uno de nosotros es menor que la
de un mueble cercano. Y cuando estudies las caracteristicas de las ondas electromagnéticas
(el otro modo con el que podrian influenciarnos los astros), habras deducido que la astrologia
no tiene fundamentos cientificos sobre los que basarse.

En cuanto a las masas, las consideramos constantes porque las supondremos en todos los
casos en reposo o moviéndose a velocidades muy, muy lejanas a la de la luz en nuestro
sistema de referencia. Esto significa que para lograr una aceleracion determinada, habremos
de aplicar a la particula de cierta masa la misma fuerza, independientemente del estado de
reposo 0 movimiento de dicha particula.
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Por Ultimo, si la masa es enorme (como por ejemplo la de un agujero negro), también se
modifican en su entorno el espacio y el tiempo. Esto ha sido comprobado por muchisimas
experiencias, que no seran tratadas aqui.

UNIDADES DE MEDIDA

A lo largo del texto usaremos el Sistema Internacional de Unidades (SIU), adoptado por el
SiMe.L.A. (Sistema Métrico Legal Argentino), por lo que nos referiremos a éste en primer
término. ¥ citaremos a otros sistemas a efectos de ver como estan relacionadas las unidades de
medida de las mismas magnitudes fisicas.

En 1971 la Conferencia General de Pesos y Medidas (CGPM) selecciond como unidades
basicas de medida a las de siete magnitudes: longitud, masa, tiempo, corriente eléctrica,
temperatura termodindmica, cantidad de sustancia e intensidad luminosa, que constituyen la
base del SIU. Ademas de los procedimientos operacionales que indican cémo se producen las
siete unidades bdsicas en un laboratorio, la CGPM fija los simbolos para representarlas y sefiala
como, a partir de estas unidades fundamentales, se llega a las unidades derivadas.

En este curso de Fisica, por los temas que se abordan, utilizamos del SIU solamente las
unidades fundamentales de longitud (metro m), masa (kilogramo kg) y tiempo (segundo s), a
partir de las cuales deducimos las unidades de otras magnitudes, como las de impetu lineal y
fuerza:

[m].[Ax]/[t] = kg.m/s

> >
p = mvVv = [p]=[m].[V]
2 >
f m.2a [m].[Ax]/[t]" = kg. m/s’

= [f]=[m].[a]

A la unidad de fuerza (unidad derivada) en el SIU se la llama Newton (N) . Es decir,
| kg. m/s” = | N . Fisicamente significa que si a una particula, cuya masa es de | kg,
se le aplica una fuerza de | N, la particula adquiere una aceleracion de Im/s’. O sea, si
sabemos qué es | kg (ese cilindro de platino e iridio que estd en Francia y que se usa de
patrén universal), podemos saber qué es | N al observar que bajo tal fuerza ese
kilogramo se acelera | m/s’ (que es medible).

En el Sistema Técnico de Unidades aparece como unidad fundamental la de la fuerza: el k§>r, y
se deduce la unidad de la masa, la UTM (Unidad Técnica de Masa). Se dice que el kilogramo
masa patron (aquel, el de Francia: €3 ), cuando se encuentra a nivel del mar en la latitud de
45° en donde la aceleracion de la gravedad es de 9.80665 m/s’ , tiene un peso de | k§>r :
Con lo que podemos determinar la equivalencia entre el k§>r yel N:

| kgr o 9.80665 m/s’
| kg
I N o] » | m/s’
Luego: | ker = 9.80665 N ~ 9.8 N

En el Sistema “c.g.s.” se dan como unidades fundamentales las de la longitud, la masa, y el
tiempo: el centimetro (cm), el gramo (gr) y el segundo (s) , respectivamente. De manera que
la unidad de medida de la fuerza, en este Sistema , se deduce de la Ley de Newton:
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[F] = [m].[a] = [m].V/(t] = [m].[AX]/[t]
En el cgs. : [F] = gr.cm/s’ = | dina (a veces se escribe dyn)

Quiere decir que si a un cuerpo de masa | gr ( la milésima parte de | kg ), se le imprime una
fuerza con la cual logra una aceleracion de | cm/s’ , esa fuerza es de una dina:

| gr

| dina | cm/s’
ﬁﬂ —

Ahora, ;a cudntas dinas equivale 1 N?

El procedimiento de “aislar” entre paréntesis a las unidades de medida, como veremos a
continuacion, es valido para pasar cualquiera de ellas de cualquier sistema de medidas a otro.
Naturalmente, las que sean de la misma magnitud fisica.

IN = lke m/s’ = | (kg).(m)/(s)’ = 1 (1000gr).(100cm)/s" =
= 100000 (gr.cm/s’) = 10’ dinas
\%/'—/ I
| dina

Como regla mnemotécnica, conviene recordar que las unidades de fuerza y de masa del
Sistema Técnico son aproximadamente 9.8 veces mds grandes que las del S..U. ,y que
éstas son mucho mas grandes que las del c.g.s. .

En cuanto a las unidades de longitud y tiempo, la Conferencia General de Pesos y
Medidas adoptd, en 1960y 1967 , respectivamente, las siguientes definiciones:

metro: equivale a 1650763.73 longitudes de onda de la radiacion anaranjada, en el
vacio, de un is6topo del cripton (Kr™).

segundo: equivale a 9192631770 periodos de la transicion particular del cesio (Cs™).

Pasaremos ahora a aplicar las Leyes de Newton.

En todos los casos, salvo que se indique lo contrario, no se tendra en cuenta la influencia
del aire existente sobre el planeta Tierra, el que seguira siendo un plano horizontal, como lo
considerdramos en CINEMATICA ... (a pesar de algunos de los dibujos que siguen, que son a
efectos de la ilustracion).

Ejemplo 25

Para los siguientes casos, dibujar sobre la particula (representada por m [3) las fuerzas
a las que el medio ambiente la somete:

}m\
a) I:I m b)

— Tierra

Tierra
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c) d)
m v\?
mesa o \ m
plano inclinado
liso (sin roce) ]
o
Tierra
Tierra
e) posicion 2 \
3 posicion | pista circular lisa
M —
[
Tierra
f) [fecho g) | techo |
soga [ s0gas 2
m[] m
Tierra Tierra
h) )
m d

(punto fijo)

(punto fijo)

Ve Particula m girando
en un plano norizontal
(sobre una mesa lisa, por ejemplo)
Particula m girando
en un plano vertical
Solucién:
A > A >
a) b) f c) f
m piso-m mesa-m
m m
> I (]
ms > >
vy M8 v M8
> >
d) N 6) m L e) N1
m posicion 2 posicion |
ﬁ m
> >
mg oy mg n?g
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f) A g) > h)
soga-m sogal-m ? m
sogaz-m
m 7] . ? g
soga-m
9
| g
) (Aqui hay dos fuerzas més: la del planeta y la de la mesa.
m Pero son perpendiculares a este papel y no se pueden
> dibujar en la figura)

soga-m

Lo que hemos hecho es establecer lo que se llama el “diagrama del cuerpo aislado”.
Analizamos qué efectos le producen a la particula que estudiamos las fuerzas provenientes de
los cuerpos con los que interactda. Es decir, al dibujar las fuerzas, a simple vista podemos
determinar si la particula se encuentrg}en equilibrio (reposo 0 MRU) o no. Dado que para que
esto suceda se debe cumplir con: 2f = 0, vemos en el ejemplo anterior que esta situacion
solo se da en los casos de los incisos b), ¢), f) y g). En las situaciones de los otros
incisos, la particula_esta acelerada. La direccion y el sentido de la aceleracion seran los de la
fuerza resultante: ﬁ =>t.

> m

Por ejemplo, para el caso del inciso h) : foger rﬁg
: _> En cuanto a la fuerza que
R complementa en cada caso
3 al  par accién-reaccion ,

recordemos que son fuerzas
“iguales y contrarias” , pero actuando sobre distintos cuerpos (ver 3er. Principio). Asi, no es
un par accién-reaccion el que se ve en los incisos b}, ¢) y f) del Ejemplo 25.

En cambio, los pares accién-reaccion
para el inciso h) son: >

\2

g (fuerza de la Tierra sobre m)

Tierra

4

(punto fijo) mg~ (fuerzade m sobre la Tierra)

Con las fuerzas dibujadas se plantean las ecuaciones para resolver un problema, no sin antes
fijar, arbitrariamente, un Sistema de Referencias.

Cualquier Sistema de Referencias puede ser Gtil. No obstante, se elige aquel que facilita los
cdlculos. Por ejemplo, para cuando una particula se mueve sobre un plano inclinado, es

conveniente elegir como Sistema al que tiene a uno de sus ejes paralelo al plano.

Como todos los vectores (velocidad, aceleracion, impetu lineal, ... ), la fuerza puede
descomponerse en componentes ortogonales. Por lo tanto el 2do. Principio vale en las tres
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dimensiones:
S 2f = ma,
> = m.a ny = m.a,
2f = m.a,

Ejemplo 26

Se deposita una particula sobre un plano inclinado liso. Calcular la aceleracion que va a
adquirir, y decir si ésta depende de que la particula se haya depositado en reposo, o con cierta
velocidad (hacia arriba o hacia abajo) respecto del plano.

Solucién:

Dibujaremos en la misma figura la situacién real y el diagrama de cuerpo aislado de la
particula m . Es para enfatizar que la aceleraciéon obtenida es paralela al plano supuesto en
reposo, y que la fuerza motora es visiblemente la debida a la atraccion ge la Tierra. Obsérvese
que la fuerza que el piso (plano inclinado) le hace a m la llamamos N (de “normal”). Esto
es porque se verifica experimentalmente que las fuerzas de contacto entre dos superficies son
perpendiculares a las mismas, en ausencia de roce, como es el caso de este ejemplo. Si las
superficies de contacto fuesen rugosas, habria una componente de la fuerza de contacto
paralela a estas superficies, llamada fuerza de roce. Empero, alin con superficies rugosas, si se
deposita a un cuerpo en reposo sobre una superficie horizontal, la fuerza de contacto sera

vertical.
y XN;
X O ]’]’]gX o /
>

>
mg

t4

En la dltima figura mg = N, porque en la direccion perpendicular al plano la particula no se
acelera. ¥ la componente del peso en x es la que genera la aceleracion paralela al plano
mg, = m.a_.

Ahora bien. Esta situacion se da por la interaccion entre el plano, el planeta y la particula, que
no dependerd de si ésta fue depositada en reposo, o ha sido lanzada hacia arriba o hacia abajo
por el plano inclinado. Con lo que queda respondida la inquietud planteada en el enunciado.

Por otra parte, veamos |a coherencia del resultado: a, = g = g. sen B . Siel dngulo B tiende

a CERO (plano horizontal) no habra aceleracion; si B pasa a ser un angulo recto, sen B vale | ,
y la particula cae libremente con la aceleracién de la gravedad.

Ejemplo 27 A

7 B
Los bloques A y B estdn en contactoy se —_— T m,
encuentran apoyados sobre una superficie ——t |
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. . . . 2 .
horizontal lisa. Sise aplica una fuerza t al bloque A , calcular la que A le ejercea B, la
que B leejercea A,y laaceleracion de cada blogue.

Solucién:

Es obvio que los bloques estardn siempre en contacto, moviéndose ambos con la misma
aceleracion. Para f es como siactuara sobre una Unica masa m,+ m,:

?_y m, + m, _?>
|

a=f/(m+m,)

El diagrama de cuerpo aislado de cada blogue, es:

9
f mA ?BA ? ?AB m g
—p < > —_—, ¢
1 e Y N
> > B
mAg NA
y

Si elegimos ahora el Sistema de Referencias:

X
se pueden escribir las ecuaciones:
f-f, =m.a = m.f/(m+m,) N,-mg =0
fpb, = m.a = m,.f/(m,+m,) N,-mg =0

con las que queda resuelto el problema, por ser f,, = f,. (3er. Principio) . Y se puede ver,
contra lo que apresuradamente contestariamos de entrada, que f,, < f .

Ejemplo 28

Veamos ahora qué pasa si aplicamos la misma fuerza ?del ejemplo anterior al conjunto de las
mismas masas, pero esta vez sobre la particula m, , unidaa m, mediante una soga sin masa

(ideal, claro esta).
A B 7
-

Solucién:

Como en el caso anterior, la aceleracion de cada particula es la misma, igual a la del conjunto,
pues suponemos a la cuerda que las une inextensible: a = f/(m+m,) .

El diagrama de cuerpo aislado de cada bloque y la soga es:

>
]’]’]A ?SA _ P ?AS soga ?BS fss mB ?
g N: mg 1 Iﬁ
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Si elegimos ahora el Sistema de Referencias: y
se pueden escribir las ecuaciones:

-f, = m

~a 5 N, -mg =0 ; -f+f, = m.a ; N, -mg =0

En cuanto a la soga, como la supusimos sin masa, no necesita una fuerza resultante = 0 para
D> . s

acelerarse con la aceleracién a. Porlo tanto f,, = f,= T, lo quesellama tensién,y vale lo

mismo para cualquier tramo de la soga.

Ahora, teniendo en cuenta que f, = f,. , yque f = f

( : . resulta que f, = f
se resuelve el sistema de ecuaciones.

& conlo que

Ejemplo 29

Los bloques de masas m, y m, sefialados en la figura se deslizan sobre superficies sin roce.
El bloque m, cuelga y desciende verticalmente. El bloque m, se apoya sobre m, . Las
poleas y los distintos tramos de soga no tienen masa.

Realizar los diagramas de cuerpo aislado correspondientes y calcular las tensiones en las
cuerdas y la fuerza que m, ejerce sobre m,, para los siguientes DATOS :

ml
m, = 1.0kg
m, = 2.0kg
m, = 5.0kg
m, = 0.5 kg
0 =30°
Solucion:

Las ecuaciones que se escribirdn tendrdn en cuenta el movimiento natural del sistema que,
indudablemente, serd siguiendo la caida de m, . Por lo tanto, en cada diagrama de cuerpo
aislado, habrd que observar que la resultante de las fuerzas que apuntan hacia el lado al cual se
mueve el cuerpo deberd ser mayor que la resultante de las fuerzas que se oponen, imponiendo
el sentido de la aceleracion de la particula. Y dado que la cuerda es inextensible, esta
aceleracion sera del mismo modulo para todo el sistema.

9
tNl T, =m.

2 >
d
ml
b

1

T

v

zZ
Il

-
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T,+P,-T  =m,.a
N, =P
2 2y
P, = P,.sen 0
P, = P,.cos 6
m4q
>
N
AL
” P,-N, =m,.a

% SN
N
m3
P+N, -T,” =m,.a
9
P3 A 4
9
a
\ 4
Por accion y reaccion: N, =N, .
Por ausencia de masa en las sogas y en las poleas: =T,y T =T/
Combinando todas estas ecuaciones, y considerando g = 10 m/s’, se llega a :
a = 7.647 m/s’ T, = 7.647TN T, = 12941 N N, = 1.1765N

Obsérvese que |a fuerza que m, le hace a m, mientras caen juntas en contacto, no es igual al
peso de m, .

____________________________

! 1
Ejemplo 30 | E

i m
Calcular la tension de la soga que sostiene i soga i
a la particula de masa m mientras ésta gira : Vo
alrededor de “O” con velocidad angular @ | l C
constante, sobre una mesa horizontal lisa. : O mesa |
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Solucién:

El dnico “medio ambiente” que actda sobre la particula, a nivel horizontal, es la soga. Es ésta
la que le proporciona a m la fuerza para que pueda describir una circunferencia [ si cortamos

la soga, m “se va por la tangente”, continuando su movimiento sobre la mesa con
9
v = cte. (MRU)].

Dado que la aceleracion en el movimiento circular uniforme es centripeta, y es generada por

una unica fuerza en este caso, lo que aplica la soga a la particula es una “fuerza centripeta”,
naturalmente siempre en la direccion de la soga:

T(=Fc) 2T
2/
Ejemplo 31

Sobre una pista vertical sin roce, una particula de

9
; v
masa m pasa por el punto A a la velocidad ¥, \R
como se indica en la figura. .
Calcular la fuerza que la pista ejerce sobre la '

. . X vertical , <
particula en ese instante, considerando m Q A
como DATOS a: m,R,B,?yE.

Solucion:
>
N N
>
P .~
10
3 NE
N-P = m.a P. = P.cos® a_ = VIR

N =mv/R + m.g cos0

Ya en la época de Newton se conocian con buena aproximacion el radio de la Tierra y la
distancia entre la Tierra y la Luna. Con estos datos Newton pudo constatar que las Leyes por
él enunciadas son validas para los cuerpos celestes, como se deduce a continuacion.
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Ejemplo 32

;Por qué la Luna demora casi un mes en circunvalar la Tierra?

Solucién:

Imaginemos a la Luna en dos posiciones distintas: una, la real, a la distancia d de la Tierra, y

la otra apoyada sobre nuestro planeta. Veamos cdémo aplicariamos “Newton” en cada
situacion.

R
Tierra
P=F=Gm.m/R =k/R" ; P’ " =F =Gm.m/d =k/d=m. o d
P=k/R=m_.g = P /P =m.o.d/m.g=R/d g)
Luego: o =R.g/d = T=0ne = 2n.d/gR

Si d es poco menos de 400 000 km , R algo mas de 6350 km , y g=9.8m/s’, el periodo
resulta de casi un mes:

T =~ 29 dias c.q.d.

Vimos que el peso es la fuerza con que las cosas se atraen con el planeta. Lejos de la Tierra, la
fuerza de atraccion gravitatoria (peso) disminuye. No obstante oimos a menudo que nuestro
peso disminuye o aumenta por tal o cual circunstancia; por ejemplo, que disminuye al
sumergirnos en el agua.

No es correcto decir que el peso varia segin donde se encuentre el cuerpo sumergido. El peso
no varia. Lo que sucede es que el liquido ejerce una fuerza hacia arriba, llamada empuje, que
hace decir que el peso disminuyd. (El empuje se estudiara en el capitulo de FLUIDOS.).

Si colgamos un cuerpo de un dinamdmetro (aparato para medir intensidades de fuerzas, que
suele ser simplemente un resorte) sujeto en el techo, el dinamémetro acusard el peso del
cuerpo. Pero si aceleramos al dinamémetro hacia arriba, parecera que el cuerpo colgado
“gana” en peso, porque el dinamdmetro registrard una lectura mayor (el resorte se estira). Una
vez mds: en estas circunstancias, ;varia el peso? ... Obviamente no, porque la experiencia la
realizamos a la misma distancia del centro de la Tierra. ;Qué sucede entonces? ;Acaso los
dinamémetros, u otras balanzas, no miden el peso? ... Vedmoslo a través de un ejemplo.
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Ejemplo 33

Una persona se encuentra parada sobre una balanza apoyada en el piso de un ascensor.
Cuando éste comienza a ascender, pasa de la situacion de reposo a otra con velocidad
constante. Durante unos instantes, pues, el ascensor se acelera en el sentido de su
movimiento, y la persona “siente” como que la empujan hacia arriba. ;Qué indica la balanza
durante la aceleracion?

Solucion: a

oy

ascensor

Visto desde Tierra <

f., - Fuerza que la balanza le hace al hombre
f.,: Fuerza que el hombre le hace a la balanza .
f,-P=m,.a f,=P+m .a f.=f,)>P

Vemos que la fuerza que acusa |a balanza es mayor que el peso del hombre.

Si la aceleracion del ascensor fuese hacia abajo, la persona sentiria como que le “quitan” el
suelo; se debilita su contacto con la balanza, la que acusaria un valor menor al de su peso. En
el caso limite en que se corta el cable del ascensor se anula el contacto con la balanza, que
indicaria CERO porque el ascensor, la balanza y la persona caerian con Tg); sin embargo el
individuo conserva su peso.

Ejemplo 34

Una plataforma en forma de cufia se desliza sobre una rampa totalmente lisa. Sobre la
plataforma hay atornillada una balanza, y sobre la balanza aspera, no lisa, hay apoyado un
cuerpo de masa m que permanece inmovil respecto de la cufia durante la caida. Para los
datos que se suministran, calcular la indicacion de la balanza mientras desliza la plataforma.

DATOS:

dngulo de inclinacién de la rampa: 6 =37° T

masa del cuerpo:  m =80 kg cufia

g=10m/s’

Solucion: oL fampa

A primera vista pareciera que sobre m hay dos fuerzas verticales: la de su peso, y la que le
hace la balanza, ya que estd apoyado sobre una superficie horizontal. Pero resulta que m
tiene la misma aceleracion a respecto de la rampa (fija a Tierra) que la balanza atornillada a la
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cufia. Y, como se viera en el FEjemplo 26, el modulo a vale g. sen O, debido a que el
conjunto “ m , balanza , cufia “, se desplaza sobre una rampa lisa:

7

3> @ ». noes clerto :

>
P

2\

bm

Es correcto suponer que haya dos fuerzas sobre m , dado que influyen sobre este cuerpo el
planeta y la balanza. Pero es obvio que la fuerza que proporciona la balanza no es vertical,
dado que las superficies entre ésta y el cuerpo no son lisas (s_i)lo fueran, no viajarian juntos;
ver a continuacion fuerza de Roce). La componente vertical, f, ., es la que tiene que ver con
lo que indica la balanza:

- P-f.,=ma }
> > a =a.senO
? P fbmy ' ?
/ v 2 +y
Forn f., =P - masend
Como a = g.sen O, resulta: f, = P - m.g sen’® .. | labalanzaindica: 512N

En los Ejemplos 25, 26, 27, 28, 29y 31 se considerd a la interaccion entre la/s particula/s y el
piso como una fuerza perpendicular a las superficies de contacto, porque el enunciado de esos
problemas aclaraba que el piso era liso, sin asperezas (caso ideal). Pero en la practica, entre
todas las superficies que se deslizan una encima de la otra existe rozamiento, que
analizaremos a continuacion.

FUERZA DE ROCE

Si sobre una mesa lanzamos un libro, por ejemplo, vemos que éste se desliza hasta detenerse.
Es obvio que “alguien” lo detuvo, porque de lo contrario hubiese seguidp deslizandose con
velocidad constante hasta el borde de la mesa. Esto es la fuerza de roce, ﬁ Por otra parte, si
el libro no se hundié ni volo, significa que también hubo entre estos cuerpos una fuerza
perpendicular a las superficies de conta_c)to que es igual al peso del libro (supuesta la mesa
horizontal), a la que llamamos normal, N .

Dado que todas las fuerzas aparecen por la interaccion entre los cuerpos, sobre una particula
aparecen tantas fuerzas como cuerpos interactian con ella (lo hemos discutido en las
paginas precedentes). De manera que, en el caso que estamos analizando, existen sobre el
libro dos fuerzas: una grayitatoria, n?g , debida a su interaccion con el planeta, y otra de
caracter electromagnético, F , debida a su interaccién con la mesa; pero esta Ultima tiene dos
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> >
componentes que llamamos fuerza de roce, tr,y normal, N :

> >5ETTAD>
F F i N
libro P\
mesa L A\ ] - ?IEE
f
9
?:(+m_§/m—?/m rﬁg v Mg

En el caso de un plano inclinado no liso:

9
F
v
2 :
0 °
a=(P-fr)/m

La experiencia demuestra que esta fuerza que se opone al movimiento es proporcional al tipo
superficies en contacto y a la fuerza normal. En el caso de la mesa horizontal, es proporcional
a N=mg; en el caso del plano inclinado del ejemplo, a N =mg =mg. cos © . En realidad,
tampoco es exactamente asi, pues en la prdctica la fuerza de roce depende un poco de la
velocidad, de las condiciones de las superficies (humedad, lubricacién, etc.). Pero nosotros
consideraremos que, en movimiento:  fr=p,. N, en donde p, es el factor que depende
de la naturaleza de los cuerpos que se rozan y que llamaremos coeficiente de roce dinamico.
Obsérvese que esta fuerza de roce no es funcién, en principio (y para las consideraciones en
FISICA 1'), del drea en contacto (cantidad de cm’, por ejemplo).

Por otra parte, un cuerpo en reposo también puede estar bajo la influencia de una fuerza de
roce. Imaginemos una caja pesada apoyada sobre una mesa. Si la tocamos, lo mas probable es
que no se mueva. Es decir, le aplicamos cierta fuerza horizontal, y la caja permanece en
reposo. jQué quiere decir esto? Creyendo en Newton, vemos que si actuara horizontalmente
solo la fuerza de nuestra mano, la caja deberia acelerarse. Si esto no ocurre es porque aparece
entre ésta y la mesa una fuerza que se opone a su movimiento. Es la fuerza de roce. ;Y
cuanto vale en este caso? ... Vale lo que la fuerza que aplicamos con la mano, en médulo y
direccion. Si aumenta ésta, se “acomoda” la fuerza de roce y la equilibra de tg)l manera que la
caja permanezca en reposo pues sigue cumpliéndose: 2t = ma : Yf=mo0=0.

Pero llega un momento en que con la mano movemos la caja. Entonces, habiendo aceleracion
cuando la caja sale del reposo, decimos que “vencimos” a la fuerza de roce. Ya no puede
aumentar % para oponerse a las fuerzas externas; su modulo también es proporcional al tipo
de superficies en contacto y a la normal entre ellas. De manera que puede escribirse que la
mdxima fuerza de roce que puede obtenerse con un cuerpo en reposo, es:

frmé1>< = “’e' N

En general, para las particulas en
reposo que no estén a punto de moverse:  fr < p_. N

El coeficiente de roce estdtico, . , suele diferir muy poco del dindmico p,. En este texto los
consideraremos iguales y llamaremos al coeficiente de roce simplemente w .
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Ejemplo 35

;Puede un bloque deslizarse hacia abajo por un plano inclinado, con velocidad constante? Si
esto fuera posible, ;cudnto deberia valer p?

Solucién: >
N ? +y + X
3o cte > r V
PX
9
P‘/

> (6]
Si \_/>:cte. significa que §>:O so2f=0: -P + fr = m_/Z‘ =0

fr =P =mg. sen 0 9
fr=nuN=pnmgcos® = p=tgo

Ejemplo 36

El bloqgue A se encuentra encima del bloque B, que estd apoyado sobre una mesa, como

indica la figura. Estdn los dos en reposo y existe roce entre todas las superficies en contacto.

En estas condiciones se aplica una fuerza F al bloque B,y éste acelera. Sison datos m, ,

m, , Ly Y Mg, » icUdnto debe valer F para que el bloque A esté a punto de deslizar
?

sobre B ? I, m,

NCA m o

“BM
Solucién:
+y m, ? . fr = 0mA. a,
j -m,. g =
S r BA A
L X > | frl = - Nig
m_>g N,. (por estar a punto de deslizar)
A
9
NAB f - f —
ﬁl’ m, i F> F-fr" - fr, = m,.a,
< I > Ng-m.g-N,=0
?r < frz = Hgy- NMB
2 l (por patinar sobre la mesa)
9
m.g 5 )
N, N, = N, a, = a, fr = fr
Combinando las ecuaciones, resulta: F= . (M, +my). g+, (M +m,). g
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Ejemplo 37

Calcular la velocidad minima que deben tener un motociclista y su moto para circunvalar el
interior de un cilindro de eje vertical, teniendo en cuenta los siguientes datos: coeficiente de
roce entre ruedas y cilindro: p = 1.00 ; radio interior: R = 10 m ; masa del piloto con su
moto: 200 kg .

Solucién:

Lo que permite a la moto girar sin caerse es, indudablemente, el roce con el cilindro. Como el
movimiento es circular en el plano horizontal, la pared del cilindro interacttia con la moto a
través de una fuerza que tiene dos componentes: una de roce, que equilibra al peso y
mantiene a la moto en el plano horizontal, y la otra normal, que le suministra su aceleracion
centripeta.

cilindro ﬁ A
j motociclista > fr < uwN
________ con su moto N
s ! T N=ma =mv/R
R I v ]’ﬁ)g
I pa—
«—> fr= mg
i
vz (Rg/p = 100)mis’ = Y, = l0mis

Cuando una particula se desplaza en un fluido (aire, por ejemplo), en ciertas condiciones el
rozamiento es proporcional al cuadrado de la velocidad relativa entre particula y fluido. Este es
el caso, aproximadamente, de un paracaidista que cae: a medida que aumenta su velocidad,
aumenta la fuerza de roce con el aire. Y si consideramos que es proporcional al cuadrado de la
velocidad, podemos resolver lo siguiente.

Ejemplo 38

Un paracaidista efectia una caida libre. Antes de abrirse el paracaidas estaba cayendo con una
rapidez v . Luego de abrirse el paracaidas desciende con una rapidez constante v. .

Suponiendo despreciables los pesos de las cuerdas y del paracaidas frente al peso del hombre,
calcular la méaxima tension que soportan las cuerdas en la apertura.

> > :
fr=T [ Componente vertical de la ]

Solucién: tension de las cuerdas

Durante la apertura
del paracaidas:

f R
Caida libre: v

a

frcvi = fi=kv  fi=T=kv = k=TI/v. ()
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Adquirida la velocidad constanteT/)f , luego de la apertura, la fuerza de roce vuelve a ser igual al
peso: fr,=mg = kv’ => k=mglv, (2

lgualando (1)y (2): T=kv' =(fr/v)v = (mg/v).v

Como dato curioso, si el hombre pesa 80 k?g>r, la tensién T de las cuerdas seria de mds de
12 000 k?g>r en caso de pasarde 50 m/s a 4 m/s .

MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE (MAS)

Lo que llamaremos “MAS” a partir de ahora es un movimiento de vaivén, ciertamente
particular, que se realiza sobre la direccion de una recta. Debiera ser MRAS (Movimiento
Rectilineo Armonico Simple), pero se lo identifica sin la “R” , dando por entendido que se
trata de un movimiento rectilineo.

Por otra parte, visto aqui, pareciera un tema olvidado de cinematica, fuera de lugar en el
contexto de la dindmica que estamos analizando. Pero preferimos estudiarlo en este capitulo
para identificar inmediatamente a las fuerzas causales de este movimiento.

El MAS de una particula es aquel para el cual su posicion sobre la recta en la que se mueve, en
funcién del tiempo, responde a la ecuacién:

x(t)=A.sen(o.t+9J)

Esto significa que la particula no puede superar los limites de “A” , llamada amplitud, y que
los puntos intermedios de esa trayectoria rectilinea se determinan mediante una funcién
senoidal (puede ser, como veremos, cosenoidal); al argumento de esta funcién (w.t + 8) se lo
llama fase, enla que & esla fase inicial y el factor  esla pulsacion.

Por ejemplo, m se mueve con MAS sobre la recta de la figura, entre Ay - A,y su
movimiento comenzd a contabilizarse (t = 0) en el lugar en que se ve a la particula. El sistema
de coordenadas se hace coincidir con la recta en la que se establece la trayectoria, como se
hiciera con los demds movimientos rectilineos:

(t=0) 7
Trayectoria sobre |a recta M | ey °
= -I-l-l-l-l-l-ud-l.l—l—l—l—l—l-l—l—l—l—'—'—'—'—'—'—'—'—'—'—'—'—»
_Al X, |: ;(> O! #Xo !xo > :xl A X
< : —! X

La grafica horaria de la posicion es:

X A
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El movimiento de vaivén es simétrico y de periodo T . Puede pasar por un mismo lugar
“yendo” o “viniendo”, pero cada T segundos la particula con MAS pasa por alli con la misma
fase: en el mismo sentido, con igual velocidad e igual aceleracion.

Sicada T la particula tiene la misma posicion, puede escribirse:

x(t) =x({t+T) =D Asen(wt+0) = Asen[o(t+T)+ 0]
Por otro lado, sabemos que senB=sen (B +211.n), (con n = 1,2,3,4,....), por lo
que, para n = |, queda:

sen(wt+0) =sen(wt+d+2M1) =sen[w.(t+T)+ d]

de donde: T=7221! ® = o =200/T = 211. f

La magnitud fisica ® estd vinculada a cudntas veces por segundo se repite el fendomeno. Por
eso a esta pulsacion se la llama también frecuencia angular. Y es como si fuera la velocidad
angular en un movimiento circular uniforme, segin puede verse a continuacion.

Si una particula m se mueve con MCU ( o = cte. ) sobre una circunferencia de radio A, su
proyeccion (o “sombra” ) sobre cualquiera de los didmetros de la circunferencia (por ejemplo
por el que pasa el eje x ) es un MAS:

R=A
TR T o = cte.

. O ________ ) o X = A.sen®
L =017\ (t=0) 0= 9 +of
; 0 O----F------@ X =Asen(wt+0)
: o9V o )y
\ 0: ; -

el circulito gris (proyeccion o sombra de m)

\ A ‘ se mueve sobre uno de los didmetros con MAS,
\‘*-i—" i ya que O, equivalead.

Ahora, de haber hecho la proyeccidon sobre el didmetro por el que pasa el eje y , se hubiese
obtenido la expresion: 'y = A.cos ( ®.t + 0, ) que representaria al MAS en el que la
particula se dirige en ese instante hacia la y decreciente. Pero si quisiéramos representar al
mismo movimiento (la sombra yendo hacia su amplitud, como en el ejemplo de la figura)
transformando la ecuacion horaria senoidal en cosenoidal, bastaria con reemplazar a

& por & =0 - 11/2, yaque: sen(o+ ) = sena.cosP + senf.cosa. .

sen(wt+d) = sen (w.t+9d —H/2+EQ) =cos(wt+d -1/2) = cos(w.t+38")
a p
x=Asen(wt+d) =A cos(wt+d")

Derivando una vez o dos veces respecto del tiempo cualquiera de las expresiones anteriores
(seguiremos usando la primera en este texto), se obtienen respectivamente las ecuaciones

horarias de velocidad y aceleracion. Para x = A.sen (®.t+ 38 ):

v=ownAcs(otrd) a=-0.Asen(0t+d) = -0.x
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Puesto que  es constante para determinado MAS , resulta la aceleracion proporcional a la
posicion, y su grafica horaria una imagen “especular” de la misma. Para cada posicion,
positiva o negativa, la aceleracion apunta hacia el centro del movimiento.

Por otro lado, combinando las ecuaciones horarias, se llega a una ecuacién que nos muestra
de qué manera la velocidad depende también de la posicién:

v==xowo(A-X)"

Esto nos dice que la particula pasa con la maxima rapidez por el centro (x = 0) de la
trayectoria de vaivén. Valen: v, = . A, [ como podriamos haber deducido de la ecuacion
trigonométrica v = . A.cos(wt+d)], y v=0, en x = £A. Porotra parte, los
signos de (*) nos indican que por cierta posiciébn x la particula pasa con idéntica rapidez,
yendo o viniendo:

9

V=0 ¥, v, v, v, v, V.=0
- «— < < -
— —_— > > -

trazectoria
-A -X, - X, 0 X, X, A +X
> > = 4_; < <
S i 3 2,= 0 7 ke ES
Ejemplo 39

Una particula realiza un MAS con un periodo T = 211s. Enelinstante t=0 su posicion es
X=5m,ysurapidezesde + 8m/s. Hallar A, 6, o, x(t),v(t) a(t)ydibujarlos
graficos horarios correspondientes.

Solucién:

Eligiendo para x (t) laexpresion: x (t) = A.sen(®.t+3), lasecuaciones de v(t) vy

a(t) resultan: v = . A.cos (0.t+8) ; a =- o A sen(wt+3), conlasque, para
t =0, queda:

5m=~A.sen(8) [I] ; +8m/s = w.A.cos(d) [2] : a=- o A sen(d) [3]

De las ecuaciones [I1]y[2]: 5m/8m/s = (I/ w).tgd —> d = 0.5586 rad

yaque: T =2I1s (dato) =211/, con lo que: o=Ilrad/s=11/s |y tgd = 0.625.

De [2],con ® y & conocidos, se deduce que: A=943m

Las ecuaciones horarias quedan:

x(t)=9.43 .sen(t+0.5586 ) m X v(t) =9.43 .cos(t+0.5586 ) m/s

a(t) =- 943 . sen(t+0.5586) m/s’

La interpretacion fisica de este MAS es:
(t= O)|—| v,=8m/s

1 »

©9.43 trayectoria 5 943" +x(m)
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En cuanto a los graficos horarios, observemos que la ecuacién horaria de la aceleracion es
idéntica a la de la posicion, con el signo cambiado. Por lo tanto, el grafico de aceleracién es
como si se viera el de la posicion en un espejo plano. El grifico de la velocidad, en cambio, es
como el de la posicion, pero desplazado, dado su cardcter cosenoidal.

Ejemplo 40

Con los datos del Ejemplo 39, hallar A, 8, o, x (t), v(t) y a(t), partiendo de la ecuacién
horaria: x" (t) = A.cos(w.t+0d7).

Solucién:
X (t)=A.cos(wt+8) ;v =-o.A.sen(0t+8) ;a =-o. A.cos(wt+38)

Siguiendo los pasos indicados en el ejemplo precedente, llegamos a que la pulsacién es

o=11/s y & =-1.012rad, con lo que se comprueba que A=9.43m .
Luego: X (t) =943 .cos(t-1.012) m ;v =943 .sen(t -1.012)m/s
a” = -943 cos(t -1.012)m/s’

Visto de otra manera, es idéntico el MAS para la trayectoria sobre X que para una trayectoria
sobre x”, como puede verse en la figura:

-9.43

1
1
\

I1/2

Hasta aqui hemos estudiado particularmente los movimientos rectilineos “uniforme”,
“uniformemente variado”™ y “armoénico simple”. En el primer caso la sumatoria de las fuerzas
actuantes sobre la particula es cero, mientras que en el segundo caso la resultante debe
mantenerse constante. En cuanto al MAS, ;como debe ser la fuerza que lo genere?

El grafico en el que sefialamos los sentidos y los valores relativos de las velocidades y las
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aceleraciones para distintos puntos de la trayectoria, indica que en el centro de la misma la
fuerza causante de este movimiento alternativo debe ser nula, porque es cero la aceleracion; y
que debe apuntar hacia ese centro en cualquier otra posicion de la particula, con valores
crecientes cuando ésta se dirige hacia los extremos de su recorrido.

Un dispositivo capaz de proveer una fuerza con esas caracteristicas eldsticas, es el resorte
“ideal”. (Uno real se comporta aproximadamente asi dentro de ciertos limites). Vemos que si
con un dedo estiramos un resorte, éste “tira” de nuestro dedo con una fuerza que crece
cuanto mas grande es el estiramiento; el sentido de la misma es tal que apunta al lugar en el
cual estaba la punta del resorte antes de que lo estirdsemos. Por otro lado sucede lo contrario
en la compresion:

L, : longitud natural del resorte

>
X

estiramiento

y» T X

compresion

En la figura se observa como la fuerza que actua sobre la particula m tiene en todo caso un
sentido que se opone al del vector posicion. Y, siendo que el médulo de ? es proporcional al
estiramiento del resorte, puede escribirse: F =- k. x , en donde k representa a ese factor de
proporcionalidad que depende del tipo de resorte (didametro de las espiras, grueso del alambre,
material, etc.).

’ [
M l ObSérvese bien. ES: F i, k .
: sobre la particula !

0: 4
ﬁ

De manera que si ? fuera la tnica fuerza actuante (al menos, en el sentido horizontal, si m
se encuentra apoyado sobre una mesa sin roce), la particula adquiriria una aceleracion:
a=Fm=-kx/m = -(cte.). x, que es la aceleracion correspondiente a un movimiento
armoénico simple.

Luego, por comparacion con la ecuacion a = f (t) correspondiente al MAS, se obtiene:

kim = o' = (21/T)*. Con lo que se deduce que el periodo de la particula depende de su
masa y del tipo de resorte (o de su constante eldstica) al que estd unida: T = 2r1. (m/k)"”.

Antes de pasar a algin ejemplo de aplicacion, digamos que hay fuerzas elasticas que no
necesariamente provienen de un resorte, cuyo moddulo es, también, proporcional a la
deformacion. Estas fuerzas pueden proporcionar un  MAS a la particula con la que
interactdan, aunque no llegue a completarse un periodo; es decir, una fraccion del mismo
puede ser parte de un movimiento armonico simple.
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Comportamiento de un resorte real:

Xlk
<— rotura
¥ W pérdida de
' elasticidad
por mas que aumente |?| , : :F
no se comprime mas el _-/ I
resorte porque las espiras ' _zona eldstica, o de Hooke _,
quedan pegadas — : (vale: | F | = k. | X |) I
Ejemplo 41
Un cuerpo de masa m = | kg se halla en reposo sobre una mesa horizontal unido a un

resorte estirado 3 cm, en el instante t=0. Si el resorte tiene una constante k= | N/cm , y
no hay otras fuerzas sobre la particula en el sentido de la accion del mismo, describir el
movimiento del cuerpo a partirde t=0, a través de las ecuaciones x (t), v (t), a (t) .

Solucién:

Sabiendo que una fuerza neta eldstica genera un MAS , las ecuaciones son del tipo:
x=Asen(owt+8) ; v=wA cos(ot+d) ; a=- . Asen(wt+d)

El procedimiento es el usado en los ejercicios anteriores. Solo que ahora la pulsacién
® queda determinada por la constante del resorte y la masa enganchada al mismo:
o = (km)” = 10 1/s. Con lo que resulta:

X =003.sen(10t+11/2) || v=03.cos(10t+11/2) || a =- 3.sen(10t+T11/2)

con X, v,y a, expresadasen m, m/s, y m/s’, respectivamente.

Ejemplo 42

Una cinta plana de acero tiene soldado en un extremo un cuerpo de 2 kg . Si se lo separa
20 cm de la vertical, como indica la figura, calcular: a) la aceleraciéon maxima del cuerpo;
b) su velocidad y su aceleraciéon cuando se encuentra a igual distancia del punto medio que de
la posicion inicial; c) el tiempo t,,. que necesita para
recorrer la distancia entre la posicion A (inicial) y A’
(mitad del recorrido entre A y el centro “0” ).

pATOS: m=2kg ; k=333 k%r/m

Solucién:

Si la cinta eldstica es lo suficientemente larga como para poder suponer que la masa m se
mueve practicamente sobre una recta (en realidad su movimiento es sobre un arco), entonces
tendremos un MAS como los que hemos estudiado, con A =0.2 m de amplitud maxima.

a) a, = 0. A o = (kkm)” = 4.04 I/s a_. = 326m/s’

max
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b) v =+ o (A-x)"=+404.1(02)" (0.D)"]" = £ 0.7m/s
a=-o.x =-1.63m/s
c) Siusamos x = A.sen ( w.t+ &), con las condiciones iniciales resulta: 6 =T11/2 .

Para x=0.1: 0.1 = 0.2.sen[(4.04).t,,. +11/2] = 0 = arcsen 0.5 = 4.04.t ., +11/2

0 = arcsen0.5 = 2.618rad (6 I1-0.5235) - Verfigura- .. t.,. =026s

Obsérvese que el tiempo t .. que demora la particula en recorrer la primera mitad del camino
entre la amplitud mdxima y x =0, no es el mismo que el que invierte en recorrer la segunda
mitad (t,.,) -

Para x =0: 0 =02.sen(4.04t,,+1/2) => 0O =arcsen0 = 4.04.t, +11/2
0 = arcsen0 = IIrad t,, = 0.388s
t., = t, -t = 0.388s - 0.26s = 0.128s

AD AR’

Esto se debe a que en un caso parte de v =0, mientras que en la segunda mitad ya posee una
cierta velocidad inicial.

En los ejemplos precedentes la fuerza generadora del movimiento armonico simple era la
proveniente de un resorte o de una cinta elastica. Pero, ;puede haber MAS si, ademds de estos
elementos, actia en el sentido del movimiento alguna fuerza no eldstica? ... Si colgamos a un
cuerpo de un resorte vertical, jse desarrollard un MAS ? Veamos:

techo
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En la figura a) vemos a un resorte de constante k y longitud natural |, colgando del techo
libremente. En la figura b) el resorte se estird x, porque se le enganché un cuerpo de masa
m, que estd en reposo bajo la accién de las fuerzas peso y eldstica: k.x, = m.g.
En c) una fuerza externa origind que se estirara el resorte aun mds: x,+Yy ; enesa
posicion, liberando a la particula de ese factor externo, actian las fuerzas:

—
k. (%;+y) Por lo que puede escribirse: 0
/—/%
> m.g - k. (x,+y) = m.a mg-kx -ky=ma
g

Resulta la aceleracion proporcional a “y” , con el signo cambiado, lo que define a un
movimiento arménico simple alrededor del punto 0" a partir del cual se mide “y”
(Ver figura d ) . Si a partir de ese punto 0" se comprime o estira al resorte un valor A, por
ejemplo, dejandolo luego actuar libremente, se establecera un MAS al que correspondera la

ecuacion horaria:  y = A.sen(w.t+8), con T = 211 (m/k)”.

En todo este analisis no ha sido tenida en cuenta la masa del resorte real, M, la que modificaria
al periodo agrandandolo.  Puede demostrarse que el periodo se calcularia utilizando la
expresion: T = 2I1. [ (m+ M/3) /k]"™. Por otra parte, debido a la existencia del aire cuando
se realiza la experiencia, si suponemos al roce con el aire proporcional a la velocidad con que
se mueve la particula, se obtendria un Movimiento Oscilatorio Amortiguado para el que la

.. . . e, -ut . .
ecuacion horaria de la posicion es: y =A.e™ . sen (w.t+8), con p como coeficiente de
amortiguamiento.

Ejemplo 43

El resorte de la figura no estd estirado ni comprimido cuando la masa m se encuentra en la
posicion A:
b, k

DATOS: k=100 N/m m=1kg
A(t=0)
m
En t=0 sesuelta m y comienza a estirarse el resorte y a desarrollarse un MAS . Para los
datos que se dan, determinar: a) la posicién alrededor de la cual oscilara m; b) la
ecuacion horaria del movimiento de m; c¢) el valor de la tension de la cuerda en los puntos
mas alto y mas bajo de la trayectoria.

Solucién:
a) La posicion alrededor de la cual oscilara m es la que corresponde al equilibrio, punto en

el que estaria en reposo m si inicialmente se la depositara alli, bajo la accion del resorte y de
SuU peso:

a
-_|-> lelA ________ Q e m
“equilibrio” XOl 0 f' X,
m - S T Ol
[  ; J W
n,? A 4 + X
& T=m.g ; T=kx, X, =m.gl/k =0.1m +y
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b) y =A.sen(ot+3) v=ownAcs(otrd) o =Km"™ =101/s

En t=0 (posiciéon “A” ) : y=-x, vy v=0, conloque 6§ =11/12 y A=-x,

y =-X,.sen (ot +11/2) 6 | x = x,-x,.sen (10t +11/2) = 0.1 - 0.1. sen (10t + 11/2)

¢)  Como se trata de un MAS, la aceleracion maxima en los extremos es ®". X,, por lo que
puede escribirse:

arriba meg-T . =ma., =mae.x = kX
Como: m.g = k. x, ., resulta: T. =0

abajo mg-T,., = -ma, = -mo.x = -kx
Como: m.g = k.x, , resulta: T . =2kx=20N

Hasta aqui pareciera que solamente fuerzas provenientes de resortes o de gomas eldsticas
pueden generar un MAS. No parece que lo pudiese hacer la gravitatoria, que depende de la
distancia entre los cuerpos que se atraen mutuamente, elevada al cuadrado. Sin embargo, si
penetramos en una enorme cuerpo (por ejemplo, la Tierra), tendremos masa rodeandonos por
todos lados y entonces la atraccién gravitatoria no tendra sobre nosotros esa influencia del
“cuadrado de la distancia”.

Sobre la superficie de la Tierra, en A , la aceleracion es “g” ,y vale: m..G/R’, como se
viera en la pdg. 75 . Toda la masa de la Tierra, m,, estd debajo de nuestros pies, como si
estuviera concentrada en un punto en el centro del planeta, a la distancia del radio R .

Imaginemos ahora que nos encontramos en B , un punto dentro de la Tierra. Aqui la
gravedad nos atrae hacia “abajo” y hacia “arriba” ;Cudnto vale g en esta situacion? ...

Como se puede demostrar (lo verds cuando ,
estudies otros campos, como el eléctrico), una ‘Qﬁ"gc‘gf
corteza esférica no produce ningin campo (g=0)
dentro de ella, en ningin punto del espacio
encerrado. Si hacia su centro la Tierra fuese
hueca, sobre B no habria gravedad.

Por lo tanto la gravedad que existe en el punto B de la Tierra real, considerada esférica y
homogénea, es la debida a la masa de radio r. e

Yaqui g, valdria: m.G/r, . \
donde: m =8.431.r1, :\\ ;
con & (densidad media de la Tierra) = m. /4/3TL. R, . B

Finalmente, el modulo del campo en el interior de la Tierra
(por ejemplo el punto B) vale: g, = G. m..r/R’ . Asi, la gravedad es cero en el centro
del planeta (r=0), mientras que es g en su superficie (r=R,) .
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> > , . ., . .

En cuanto a los vectores g, y f, ambos estdn en la direccion radial y son de sentidos
opuestos. Por lo cual se puede escribir la relacion:
g =-(Gm /R )T

i La aceleracién es proporcional a la posicion cambiada de signo !  Quiere decir que si un
objeto cayera por un tubo que atraviese la Tierra por su centro, se desplazaria con un
movimiento armonico simple.

Ejemplo 44

Se deja caer la particula m por un tubo recto que atraviesa la Tierra de horizonte a horizonte,
como indica la figura. El cuerpo parte con velocidad cero y llega al otro extremo con velocidad
cero, para volver a penetrar el tubo en sentido contrario, con un movimiento que, debe
demostrarse, corresponde a un  MAS . Calcular a partir de esa deduccién el tiempo que el
cuerpo tarda en recorrer una vez el tubo.

Solucién:
Fo=mg =m[(Gm/R).r]
F,=mg, =m[(Gm/R’).rcos0]

gAX

Pero: | r.cos® | = x

Entonces: F,o=-m (G m/R’). x

X

Esta fuerza genera una aceleracion:
3
a = F,/m=-(Gm/R ). x =-cte.x

i setratadeun MAS, con o = G.m. /R’ =g/R, !

Siendo ' = (2IUT)" resulta: T = 2. (R./g)” = 84.4min

De manera que, cualquier cuerpo dejado caer por un tubo recto que atraviese de cualquier
manera a la Tierra (supuesta una esfera perfecta y homogénea), demora 42.2 min en llegar
sin velocidad al otro extremo, independientemente de la longitud del tubo.

MOVIMIENTO CURVILINEQ ARMONICO SIMPLE

Moviéndose sobre una curva cualquiera, una particula seguro que tiene aceleracion; al menos,
una aceleracion centripeta que apunta al centro de la circunferencia osculatriz, como se ha
visto anteriormente:

- m
... e

trayectoria >
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Naturalmente, si a lo largo de la trayectoria aparece sobre m una fuerza tangente a la misma,
que “acompafia” al movimiento, ademds de la centripeta que obliga a la particula a “doblar”,
entonces la aceleracion tendra también una componente tangencial. Si la fuerza que opera en
el sentido tangencial es del tipo “eldstica”, la aceleracién tangencial serd funcion de la
posicion, como en el MAS. Cuando ello sucede, estamos en presencia de un movimiento
curvilineo arménico simple (MCAS).

Para determinar las ecuaciones horarias correspondientes a la particula con MCAS, se fija un
sistema de referencias instalado sobre la curva-trayectoria, para el cual vale lo visto en el MAS:

S = A.sen (®.t+9d)
vV = ®. A.cos (w.t+9d)
a, = -0 Asen(ot+d)
a,= -0.s
a, =Vvip=

=[w. A.cos(wt+38)]/p

De manera que, para que la particula pueda moverse describiendo una trayectoria como la
dibujada, sobre ella debe actuar una fuerza ?(resultante) apuntando a la parte céncava de la
curva, cuyas componentes son:

FF=ma=m(o.s)=-ks F.=m.a =mVvip

C

Una particula puede describir un MCAS aunque sobre la misma no actue la fuerza eldstica de
algun resorte. Tal es el caso del

PENDULO SIMPLE (O MATEMATICO)

Es el que estd formado por una masa concentrada en un punto, pendiente de un hilo
inextensible colgado de un soporte en el que no hay roce. Es, por cierto, imposible lograr en la
practica un péndulo con estas caracteristicas. No obstante, si el cuerpo que se cuelga de un
hilo tiene mucha masa en relacién a su pequefio volumen y una forma sobre la que el roce con
el aire se puede considerar despreciable, habra sobre el cuerpo oscilante (péndulo) solamente
un par de fuerzas: la proveniente del hilo (tension) y la que se debe a la Tierra (peso):

En el sentido tangencial: -m.g.sen® = m.a,
(el signo “-* sedebeaque m. g sen @ tiene K
sentido contrario al de @) I +0
En el sentido radial: T-m.g.cos® = m.a, L/ 4 T
0] ,
Para dngulos pequefios (sen 0 ~ 0): P
' | +5s m

-m.g. 0 = m.a ! : L
Q"—(l:—/ Veﬂ\\\

Como 0.l=s = -mgs/l=ma .

-(g/l).s = a,
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Entonces, para desplazamientos pequefios respecto de la vertical, el péndulo oscila con
movimiento curvilineo arménico simple (MCAS), dado que la aceleracion tangencial es
proporcional a la posicién sobre la trayectoria curva, cambiada de signo. ¥ como, de acuerdo a
lovisto: a =-o. A.sen(®.t+8) = - ®. s, comparando esta expresion con la anterior

T =2m. (Ug)"

se deduce que o’ = g/l .

para un péndulo simple que se aparta menos de una décima de radidn de la vertical.

Por cierto que, para mayores apartamientos de la vertical, el péndulo también oscila de una
manera tal que el tiempo que tarda en pasar por el mismo lugar y en la misma fase entre
oscilaciones sucesivas (periodo), sea siempre el mismo. Pero en tal caso, la solucion de la

ecuacion diferencial: - m. g. sen s/l = m.a, = d’s/dt’ expresaa T como una serie de
potencias en funcion del angulo 0, cuyo estudio detallado no se realizard aqui.

Ejemplo 45

Un péndulo simple colgado de un techo, de masa m y longitud |, se aparta un dngulo 0,
de la vertical y se lo deja oscilar libremente. Suponiendo que no hay roce en la articulacion y
con el aire,y que O es menor a 6°, calcular la velocidad, la aceleracion tangencial, la

aceleracion centripeta y la tension de la soga en las posiciones extremas y en el centro de las
oscilaciones.

Solucién:

a_= (T-m.g.cosB)/m=v/l=0
T =m.g cos0,

(g 1" 6,
=0

(T-m.g)/m=v/l=g (@)
=mg.0) +mg

¢;De doénde salen estas expresiones? ...

Sabemos que se tratard de un MCAS, por ser del orden de | rad el maximo angulo de
apartamiento. Luego, dadoque v = .s_. cos ( w.t+ 3 ). esobvio que la velocidad
maxima se da en B, lo que corresponde al valor | de la funcién trigonométrica y por lo tanto a:

Vi = @ Sm:«ix = (g/l)”z' Sm;«ix = (g/l)”z- l eo = (g l)”z. eo

max

En cuanto al valor méximo de a, ., que se da en los extremos del movimiento pendular

(punto A, por ejemplo), como a, = -’ s_, .sen (@.t+3), vale:
a, . =-o.s. =-(g.lLo =-g80,,
que es casi igual a: -g.sen®, , porser O, .
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SISTEMAS DE REFERENCIAS NO INERCIALES Y JUSTIFICACION DE LA lera. LEY DE NEWTON

Nos parece natural que las cosas se frenen o aceleren en funcién de quienes ocasionen fuerzas
sobre ellas. Aceleramos, lo vemos, cuando nos empujan si estamos parados; o cuando,
patinando, nos frena el roce con el suelo. Funcionan aqui muy bien las Leyes de Newton.

Nuestro sistema de referencias intuitivo, cotidiano, es el suelo del planeta. El “ombu”. Algo
que estd bien anclado y que, “naturalmente”, debe ser la referencia de lo que nos pasa. Sin
embargo, a diario nos suceden también cosas en dmbitos en los que no podemos aplicar las
mencionadas leyes; al menos, tal como las hemos planteado como producto de la interaccién
de elementos fisicos reales.

Es el caso del dmnibus, por ejemplo. Viajando con velocidad constante, si esta bien disefiado,
casi ni nos damos cuenta que habitamos algo que se mueve respecto del exterior. Valen las
Leyes tal como las conocemos. Pero si de pronto el chofer se ve en la necesidad de frenar al
vehiculo abruptamente, quienes viajamos cémodamente sentados nos vemos impulsados
violentamente hacia adelante: aceleramos respecto del émnibus, porque desde la velocidad
cero que teniamos respecto del mismo, aparecemos de pronto con velocidad creciente.

Todo sigue siendo “natural” desde el “ombd” (la calle): frena el mévil porque aparece una
fuerza externa que lo obliga a frenar. Pero no frenan los pasajeros quienes, por inercia, siguen
con la velocidad que tenian. Es cierto, pero visto desde el “ombu”.

Si nuestro mundo fuese el dmnibus, y no supiésemos de la existencia de un mundo externo al
mismo, ,como justificariamos nuestra aceleracién, sin la mediacién de factores
desencadenantes? No tendriamos otro remedio que inventar la causa, la “fuerza”, adn sin la
evidencia de su presencia real. Inventamos una fuerza para poder aplicar las Leyes de Newton
en los dmbitos acelerados en donde establecemos un Sistema de Referencias al que llamamos
No Inercial (SNI). Estas fuerzas creadas, llamadas ficticias , representadas generalmente
con % , no tienen su complemento para formar un par accién-reaccion.

Volviendo al ejemplo, el 6mnibus frenandose es un SNI en el cual con una ?‘ justifico mi
aceleracion con respecto a él:

>
> 3 > 3 o
t* _y‘ ——p = [\ (3celeracion del SNI - 6mnibus)

m P
(6mnibus — SNI)
ﬁ(fuerza externa)

a_ . (aceleracion de m respecto del 6mnibus -SNI-)

Desde SNI (6mnibus): m_ se mueve con MRUV (?mo = cte.) respecto del émnib_u)s, mientras
A (aceleracion del SNI) sea constante. = ?mo = f*/'m

Desde SI (Tierra): m se mueve con MRU (§>mT =0), con la velocidad qu_s traia el 6Gmnibus

al comenzar a frenar. Se puede escribir: 2 - A

mo
De manera que, en todos los casos, sobre cada uno de los cuerpos que se encuentran deg)tro
9

de un sistema acelerado (SNI), debe aplicarse una fuerza ficticia f* = m.a_ = -m. A ,
ademds de las fuerzas reales que actiian sobre ellos.
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La segunda Ley de Newton, aplicada en sistemas acelerados (SNI), se escribe:

> > >
*
Z freales + f = m. am SNI

> .
donde a_,, es laaceleracion
de la particula m respecto del SNI.

Ejemplo 46

Una cufa, que tiene una superficie pulida y una inclinacion de 60° , esta acelerada con una
aceleracion constante de 20 m/s’, en la direccion que indica la figura. Si en determinado
instante se coloca sobre la cufia, en el punto A , una masa de 2 kg ,se mantendrd en
equilibrio esta particula? ... En caso de desplazarse, calcular el tiempo que tardard en llegar al
extremo correspondiente.

B m = 2kg
@3: 10m
= 20m/s’ AC = I7m

> g = lom/s’

Solucién:

Este es un buen ejemplo para observarlo experimentalmente. Con una carpeta rigida en forma
de cufia y un objeto apoyado sobre la misma, este caso se puede representar. Se observa

como, si pegamos un tirdn a la carpeta en la forma indicada (direccion y sentido de 5>C ) . el
objeto sube primero por su pendiente y luego cae ...

;Qué es lo que hizo subir al objeto? ... j Si sabemos que actian sobre él nada mas que las
fuerzas reales Peso y Normal del plano !

Lo que sucede, visto desde el Sistema Inercial Tierra, es que la cufia acelerada empuja al
objeto generando una Normal superior a la que existe con el plano inclinado en reposo.
Entonces la componente vertical de esa Normal puede igualar al Peso, con lo que el objeto se
quedaria donde esta; o puede superarlo, cosa que sucede cuando el objeto sube. En este caso,
respecto de Tierra, el objeto sube, pero avanza en el sentido de la cufia, debido a la
componente horizontal de la fuerza Normal.

En cambio, visto desde el Sistema No Inercial cunia, la interpretacién solo puede darse a través
de la existencia de una fuerza extrafia, dado que, auin parado arriba de la cufia y suponiendo
conocido este incremento de la Normal, uno “no ve” ninguna componente de esta fuerza o de
otra real en el sentido del plano inclinado como para justificar la subida del objeto y su marcha
“hacia atras”, respecto de la cufia. La causa es, indudablemente, una fuerza ficticia.

9
N +X Ty
[
- m
> S
P cuna
Desde SNI (curia):
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Enx: f*. cos60° - P.sen60° = m.a

mcx

> > >
Z freales + f* = m. amc
Eny: N - P.cos 60° - f*. sen 60° = 0

{a,, : aceleracién de m respecto de la cufia )

> > ,
*=-ma_, — || =f = m.|la,|=2kg.20m/s’ = 40N
De estas ecuaciones resulta: a_ = +134 m/s’

mecx

Quiere decir que el cuerpo sube por el plano inclinado, con un  MRUV (a__ constante), y
demora t, parallegara B:

AB =tha, t = t, = (2.AB/a_)" = 3865
Ejemplo 47
En el sistema de la figura no hay rqce entre las
superficies. Si se aplica la fuerza ?a la tabla T? m
de masa M y longitud |, calcular el tiempo — M

en que la particula de dimensiones despreciables,
de masa m , recorre la tabla de extremo a extremo. En t=0 el sistema estd en reposo.

Solucién:
Desde Tierra (SI) : > L x
> > >

f— F<—{ M )—»T =  T-F=M.(-A)
_»i—) = T=m.A

F=A.(M+m)

*
S gTH‘ = m.a,_,
>
mM

T Aoy _
* - m A ?k > gT+m.A—m.amM

2ZmA=ma,

( ‘ Soooa,=2.A
Por otra parte, se podria calcular a_, (aceleracion de la particula m respecto de la tabla M)
utilizando la ley de adicion de aceleraciones: 2., = a._ - 2. = a_ - 74)
Y . mM T “mT MT mT

Con el sistema de referencias adoptado: a_, = A - (-A) = 2.A .

Luego, teniendo en cuenta que F = A. (M+m)  resulta: a_,=2.F/(M+m).

Ahora, sabiendo que las fuerzas actuantes sobre m son constantes ( Ty f* ) , la particula
desarrolla un MRUV sobre la tabla y puede escribirse: %2 a_,, . t" = | .

t=(2/a )" =[(M+m).l/F]”
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Un tren o un auto girando en una curva, también sugieren fuerzas ficticias para justificar lo
que en ellos sucede. Sentimos que nos respaldamos sobre sus puertas o ventanillas durante el
giro; luego sentimos una fuerza real sobre nosotros, pero no nos aceleramos respecto del
vehiculo: una fuerza ficticia hace que la suma total de fuerzas sea cero, y por ello
permanecemos inmoviles. En cambio, visto desde Tierra, solo se observa la fuerza real que
obliga a que también nosotros giremos respecto de Tierra.

La fuerza ficticia que aparece en sistemas no inerciales en rotacion, se llama fuerza centrifuga.
Como las otras, no tiene reaccion.

Ejemplo 48

Sobre un disco horizontal que gira con velocidad angular « constante, a una distancia R del
eje, se encuentra un cuerpo que estd a punto de deslizarse. Existe un coeficiente de roce p
entre el disco y este objeto. Calcular la fuerza centrifuga actuante sobre el cuerpo.

Solucién:

Analizaremos el problema desde un observador “terrestre” y luego desde otro, ubicado arriba
del disco, junto al objeto.

Visto desde Tierra (S1): Dado que m estd
< R ! a punto de deslizar:

[
A fr:u.N:u.m.g

9
fr es la fuerza centripeta que genera la aceleracion centripeta de modulo:
a_=f/m="fi/m=0".R

<

Visto desde el disco (SNI):

> . >
fr < e fx

Existe ﬁ , pero aparece también 3 , que es la fuerza centrifuga.

Como el objeto se ve en reposo, es obvio que ambas fuerzas son opuestas y que su suma

: : > > > >
vectorial da cero: >f, +fF=a, =0 fF+F =0
Por lo tanto: f* = fr =m.a =mo.R

Hay otra fuerza ficticia que aparece cuando un objeto se desplaza radialmente sobre un disco
en rotacion. Es la fuerza de Coriolis, de la que se hablard mas adelante.

Volviendo ahora al fer. Principio de Newton , vemos que se justifica su enunciado porque,

si se cumple, seguro que valen los otros dos principios. El ler. Principio oficia entonces de
test, para ver si el sistema en el que nos encontramos es un sistema inercial.
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Experiencias sencillas

* En el Ejemplo 46 se menciona la conveniencia de realizar una sencilla experiencia
para constatar que un cuerpo puede subir por un plano inclinado, cuando éste se
encuentra acelerado. Observa bien qué sucede acelerando la carpeta (cufia) en uno u
otro sentido, o cuando simplemente la mueves con velocidad constante.

* Si haces girar a una particula (un tornillo, una piedra, ...) sostenida por un resorte,
cuyo otro extremo sostienes con la mano, verds que cuanta mayor velocidad angular
imprimas al movimiento de la particula con el resorte, mayor serd el estiramiento del
resorte. Esto es asi porque a mayor velocidad (angular o tangencial), mayor aceleracion

centripeta: a_= V/R = ®’. R ; vy la aceleracion centripeta es fruto de una fuerza
centripeta provista en este caso por el elemento eldstico. Luego, si el resorte
proporciona una fuerza mayor, la particula realiza sobre éste una fuerza también mayor
(accién y reaccion) provocandole un estiramiento mds grande.

* Con una banda eldstica se puede verificar lo tratado en el Ejemplo 43. Observa que
si sostenemos a una gomita de la que cuelga algo, la gomita adquiere cierto
estiramiento. Pero si de pronto aceleramos nuestra mano hacia arriba, el estiramiento
aumenta; y si la aceleramos hacia abajo, el efecto es contrario, adquiriendo la gomita su
longitud natural cuando es dejada caer libremente.

* El resorte (una especie de dinamémetro) nos puede ser Gtil para comprobar que la
fuerza de roce maxima depende de la normal. Tomamos una carpeta apoyada sobre una
mesa, por ejemplo, le enganchamos un resorte y tratamos de ponerla en movimiento.
Veremos que el resorte se estira mds si sobre la carpeta depositamos otro objeto:
aumenta la “normal”, la fuerza que la superficie de apoyo ejerce sobre la carpeta. Y
también comprobamos que el resorte se estira menos si realizamos la misma experiencia
sobre una superficie lubricada.

* Ahora, sabiendo que la fuerza de roce es proporcional al tipo de superficies en
contacto, deja deslizar por un plano inclinado (puede ser cualquier tabla, o la carpeta
anterior), desde la misma altura, a un capuchon de lapicera y a un ganchito “clip”. Una
vez llegados ambos a la mesa horizontal, jcudl de los objetos avanza mds? ;Por qué? ...
En todo caso, si deseas realizar experiencias con muy bajo coeficiente de roce, toma un
cubito de hielo y hazlo deslizar sobre una superficie mojada.

* Lo del péndulo es mas sencillo: toma un cordel y dtale una tuerca o algo asi.
Apartalo de la vertical y hazlo oscilar, para verificar que cuanto mas corto es el cordel
(lo tomo con la mano mds cerca de la “tuerca™), mas corto es el periodo de oscilacion:

Tol?” = [T=2m (Ug)"].

* Algunos negocios se especializan en vender resortes y, entre éstos, resortes para
fabricar dinamometros. Estos elementos suelen ser adecuados para realizar distintas
experiencias, ademas, por cierto, de que puedas construir tu propio medidor de modulos
de fuerzas. Compra 30 cm de este tipo de resorte, cortalo en tres partes y
obtendrds de esa manera tres resortes de 10 cm cada uno, con la misma constante
(k). Ahora toma tres cuerpos del mismo peso (igual masa - pueden ser tres tacos de
madera iguales -) y arma sobre una mesa horizontal o sobre un piso sin asperezas un
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“trencito” como el de la figura; luego tira con la mano del extremo de uno de los
resortes:

Verds que los estiramientos de los resortes son desiguales. Y si tienes paciencia, y el
roce entre los tacos de madera y la mesa realmente puede despreciarse, conociendo m
y k hasta puedes calcular y luego verificar la magnitud de estos estiramientos. La
constante k de uno cualquiera de los resortes (los demds son iguales) se calcula
facilmente colgandole pesas de valores conocidos y midiendo el alargamiento que éstas
le producen cuando cuelga verticalmente.

* Ya que dispones de resortes y pesas (si es que has realizado la experiencia anterior),
engancha una pesa en el extremo de un resorte que cuelga verticalmente; luego aparta a
esa pesa de su condicion de equilibrio y observa alrededor de qué punto se establece un
movimiento alternativo. Detén el movimiento y ahora agrega otra pesa; verds que las
oscilaciones se dan alrededor de otro punto: el que corresponde al nuevo equilibrio.
Pero, ademds, observa que ahora las pesas van y vienen en un tiempo mayor que
cuando habia una sola; acabas de verificar que el periodo es proporcional a la masa que
se mueve con MAS (recuerda: T = 211. (m/k)"”) .

* Se puede calcular la tensién del hilo y la aceleracién de los cuerpos para un sistema
formado por un objeto que cuelga de un hilo que con su otro extremo arrastra a otro
objeto apoyado sobre una superficie horizontal lisa. Pero arma la experiencia para
verificar que, en efecto, la aceleracion que se obtiene depende de las masas de los
cuerpos del sistema, y que, ademds, no es lo mismo que cuelgue un cuerpo liviano para
arrastrar a otro mas pesado que al revés: que sea el pesado el que cuelga. ,Es esto lo
que puedes deducir de las ecuaciones?

camioncito liviano, de plistico, con . . .
un cilindro cualquiera, lubricado

poco roce en los ejes de las ruedas, :
[ conteniendo un borrador (puede ser un carretel sostenido
E con la mano)

W

baldecito de pldstico con objetos
(pueden ser tizas) de menor peso
que el del borrador

piso

Si la altura de la mesa no te permite percibir la diferencia de aceleraciones cuando se
permutan los objetos del camioncito y del balde, levanta la mesa apoyando sus patas
sobre bancos, por ejemplo.

108



TRABAJO y ENERGIA
de la Particula






TRABAJO y ENERGIA de la Particula

Veremos en detalle como es conveniente definir matematicamente al trabajo vy a la energia.
Pero comenzaremos diciendo que el trabajo es una especie de “manifestacion de la energia”,
mientras que ésta es aquello que posee “condiciones de generar trabajo”.

No parece aclarar nada esta breve introduccion. Sin embargo, si llamamos trabajo a la fuerza
junto con su desplazamiento (en realidad, desplazamiento de la particula sobre la que la fuerza
actia), y energia a la capacidad que tienen los cuerpos (o los campos, como el
electromagnético, p.ej.) para realizar dicha acciéon, vamos adivinando la relacién entre ambas
magnitudes fisicas y por qué se expresan las dos con las mismas unidades de medida.

Por otra parte, el Teorema Trabajo-Energia que usaremos profusamente a partir de este capitulo
deviene de las Leyes de Newton, lo que podria parecer una limitacién de estos conceptos al
campo de la Mecdnica Cldsica. No obstante, el electromagnetismo y la fisica atdmica se
valen permanentemente de la relacion trabajo-energia.

Por ultimo, antes de las definiciones, digamos que con lo que sigue podremos resolver
cuestiones como la de calcular velocidades de particulas que no necesariamente siguen
trayectorias lineales o circulares, consideradas detenidamente en los capitulos de
CINEMATICA y DINAMICA de la Particula.

TRABAJO

Sobre la particula de masa m de la figura actian varias fuerzas, bajo las cuales la particula

(sjl_gue una trayectoria como la dibujada; su desplazamiento diferencial esta dado por
f cuando pasa por A.

9
fy

(Obviamente, las fuerzas se supone que van variando, porque de lo contrario la trayectoria
seria una recta).

: > . . . ? .
Para un desplazamiento dr de la particula, se define como trabajo de la fuerza {,, por ejemplo,
al producto escalar entre esta fuerza y dicho desplazamiento:

que se puede expresar como:

22
dwi, = [f,|.1dr|. cos® = f,.dr.cos® ¢ dWp, = f, .dx +f,.dy +f,.dz

El trabajo correspondiente a un desplazamiento finito, entre A y B, por ejemplo, se calcula
realizando sumatorias de los “trabajitos” diferenciales:

B B
sz = Z (:I\A/fz = Ifz dl’ . COS 0 = I (sz . dX + fzy' dy + sz . dZ)
(A=>B) A A
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B
El simbolo _[ representa una integral curvilinea (sumatoria a lo largo de la curva-trayectoria).
A

La unidad de medida de la magnitud “Trabajo” es:  [W] = [f].[x]

En el Sistema Internacional (S.I.) : [W] = l\_l> m = ] (Joule)
En el Sistema Técnico: [W] = kgr. m = kgrm (kilogrametro)
Enel Sistema c.g.s.: [W] = dyn.cm = ergio

Siendo el trabajo un producto escalar, valen para el mismo las propiedades correspondientes a
cualquier otro producto escalar entre vectores:

[ dWr es un ndmero (no vector) mayor, menor o iguala 0.

2. La suma de los trabajos de cada una de las fuerzas que actian sobre una particula, es
igual al trabajo de la resultante de las mismas:
> 7
m m >
D( f dWr, + dWr, = dWr O _» R
? >
2 fZ
Demostracion, para fuerzas en dos dimensiones (plano):
dWi = f .dx + f . dy dwi, = f, . dx + f, . dy

dWi + dWi, = f .dx + f .dy + f, .dx + f, .dy = (f +1,) . dx + (f +1,) . dy

~R,.dx + R .dy = dWs R, R,
3. Si df = d_r>1 + d_r>z ., entonces:
> > >
f.df = .0 + .41,
Demostracion:
9
dr,
9
dy, dr
> d_> > > >
d7 X, dy = dy +dy,
! >
dy,
d;(>1 & = d7(>1 +d>_(>z
9
fodf = f.dx +1.dy,
s
fodf, = f.dx, +f .dy,

9
[?-d? b To @ = derde) + 6 (dyrdy) = fdk T dy - r.a
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Ejemplo 49

La particula m se desplaza entre A y B bajo la accion de las fuerzas constantes que se
sefialan.

> >
fl > fZ
Calcular el trabajo que aporta -f> N 0, 0, o
cada una de estas fuerzas. 3 > Y » df
9
f4
0,.6,y 0, sonangulos qug lag |'>>

direcciones de_)las fuerzas f , f,y f, >
forman con df, mientras que las fuerzas Ny P estdn a 11/2 de dicho vector desplazamiento.

Solucion:
B B
W, = JN.dr. cosM/2 = 0 W, = '[P. dr.cosni/2 = 0
(A>8) A (A>B8) A
B B _
Wi, = Jﬂ.dr.cosO =1. jdr =f.AB >0
(A>8) A A -
B B _
Wi, = fz.dr.cosez:fz.cosez..[dr:fz.cosez.AB > 0
(A=>8) A A
B B . .
De otra manera: Wi, = jsz.dx =1,. jdx =f,.AB =1, .cos6,.AB > 0
(A>8) A A -

( eligiendo la siguiente referencia —p+x):

B B _ —
Wi, :J.fl.dr.cosel:fl.cosel.jdr:fl.cosel.AB:—flx.AB <0
(A>B) A7 A

B 0 . _
Wi, = Jf4.dr.cose4:f4.c0594.jdr:f4.c0594.AB:—f4X.AB <0
(A=>B) A A

Obsérvese que, independientemente de los sistemas de referencia adoptados, el trabajo de una
fuerza es positivo si la fuerza o alguna de sus componentes “acompafian” al movimiento de
la particula sobre la que la fuerza estd aplicada. En caso de que se oponga al movimiento, la
fuerza generara un trabajo negativo ; y sera nulo sila direccién de la fuerza es perpendicular
al movimiento.

Por otra parte, en el ejemplo desarrollado la trayectoria era una recta y el trabajo resultaba
simplemente “fuerza por distancia”. Pero si la direccién de una fuerza de modulo constante
se mantiene invariante respecto a las direcciones de los desplazamientos diferenciales, el
resultado es también “fuerza por distancia”, en donde ésta dltima es la longitud de la
trayectoria, aunque la misma fuese una curva cualquiera:
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9
? [fl = cte.
> ot
S Jdre
_.9/' 0 = cte

CD

(., : longitud de la trayectoria)

D D
Aqui, Wi = J.f.dr.cose = f.cose.jdr = f.cos0.l
C

(C>0)
Véase un caso similar en el tema que sigue.
Trabajo de la fuerza de roce
La fuerza de roce se opone en cada posicion al vector diferencial de desplazamiento, por lo
cual el angulo que esta fuerza forma con @t es siempre de IT radianes. Por otra parte, si no

varia N a lo largo de la trayectoria, el mddulo de la fuerza de roce también se mantiene
constante, de valor uN . Por lo que:

Wi = - uN. |

donde L es la longitud de la trayectoria, cualquiera sea su forma.

Las fuerzas se pueden comportar de cualquier manera sobre un cuerpo, mientras éste se
desplaza. Es decir, se debe conocer dicha variacion punto a punto, a efectos de poder calcular
el trabajo que aportan. Pero hay otras (como la que estudiaremos a continuaciéon) cuyo
comportamiento se puede anticipar, para las que su trabajo es digno de tenerse en cuenta por
su particularidad.

Trabajo de la fuerza peso

Imaginemos que un cuerpo sube por un plano inclinado bajo la accién de algunas fuerzas,
mientras que, entre todas, se encuentra también la de su peso:

B
- W, :J.P.dr.cosB:

(A>38) A .
= P.cospB.AB =
H =P.(-sen0).AB =
= - P.AB.sen0 =
v =- PH ]
El signo “-" es porlo que ya se comento: es negativo el trabajo de la fuerza que se opone al
movimiento.

Este resultado se hubiese podido obtener aplicando una de las propiedades mencionadas del

producto escalar “trabajo” : dWi + dWi, = dWRr. lafuerza peso puede considerarse
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la resultante o suma de sus componentes; por lo que el trabajo del peso debe ser igual a la
suma de los trabajos de sus componentes paralela y perpendicular al plano.

> >
P\/ Px

>
P

Un andlisis similar se puede realizar para calcular el trabajo del peso cuando la particula
desciende por el plano inclinado. Es facil imaginarse que el resultado cuantitativo debe ser el
mismo, con la salvedad de que en tal caso el trabajo es positivo, por ayudar el peso al
movimiento de bajada. Asi, para el mismo caso, en bajada: W, =+ P.H.

Por otro lado, si el objeto sube o baja por un camino ondulado, ademas de que el trabajo del
peso serd negativo o positivo, demostraremos que también es proporcional al desnivel que
cubra, independientemente de como es la forma o la longitud de dicha trayectoria.

Cualquier ondulacion
puede considerarse compuesta por
infinitos escalones de paredes verticales
y horizontales. La fuerza peso, porlo
visto precedentemente, solo aportaria
trabajo en los tramos en que la particula
recorre paredes verticales, cuya suma
equivale al desnivel H.

En sintesis: el peso no ejecuta trabajo si la particula pasa desde un punto a otro ubicado en el
mismo nivel horizontal, siguiendo el camino mas intricado imaginable, con infinitas subidas y

bajadas. Pero su trabajo vale + P. H si en los extremos de la trayectoria hay un desnivel H .

Por distintas razones que se justificaran mds adelante, analizaremos ahora otro “trabajo”
especial.

Trabajo de la fuerza del resorte

Si sobre una particula que se mueve sobre una recta entre dos posiciones X, y X,, por
ejemplo, actgan varias fuerzas entre las que se encuentra la que le ejerce un resorte y que
llamaremos %R el trabajo de esta dltima se calcula teniendo en cuenta como varian su maédulo
y su sentido con la posicién de la particula:  F, = - k. x. Haciendo coincidir al eje x con

la trayectoria, el producto escalar “trabajo del resorte” se reduce al término f (= F). dx :
XZ XZ
Wr, = I f.dx = J. k.x.dx = -% k (x,'-x") ]
(xi>x2) X X

La lectura del resultado obtenido nos indica que el trabajo del resorte sobre la particula, entre
X, ¥ X, , depende de estas posiciones y no del camino recorrido, aunque hubiese sido de
varias pasadas por estos lugares.

i Comparar con el trabajo de la fuerza peso !
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Naturalmente, cualquier otra fuerza elastica (f oc x) proveniente de bandas eldsticas u otros
dispositivos, genera también un trabajo independiente del camino recorrido entre dos puntos.

Es bueno tener presente que no es lo mismo para un resorte “trabajar” entre posiciones que
vande 3 a5 cm, porejemplo, que hacerloentre 9y 11 cm, aunque la distancia entre esos
puntos sea la misma: 2 cm (jVerificalo numéricamente!). Y que cuanto mds “fuerte” sea el
resorte (un k grande), mayor serd el trabajo que desarrolle.

Las fuerzas constantes, como el peso, o unidireccionales dependientes de la posicion, como el
resorte, se llaman fuerzas conservativas . El trabajo que realizan sobre una particula, cuando
ésta pasa de A a B, por ejemplo, no depende del camino que la particula sigue entre esos
puntos; cualquiera sea éste, el trabajo vale lo mismo.

Pero puede haber infinitas fuerzas conservativas. Son todas aquellas que cumplen
con la condicién de que sus derivadas parciales cruzadas sean iguales:

oF /dx = &F /oy oF /6x = OF /8z oF /oy = oF Joz

Mas adelante, en el Ejemplo 58 , veremos la aplicaciéon de estas derivadas.

En base al trabajo que aportan, se puede realizar la siguiente

CLASIFICACION DE LAS FUERZAS

* Fuerzas que guian (normales a la trayectoria) — ........cccoeeiieia W, = 0
* Fuerzas disipativas (fuerzas de roce) - Disipan Energia Cinética ... Wi < 0
* Fuerzas conservativas (no dependen de la trayectoria)  ............ W, >=<0
* OaS TUBTZAS e W, >=<0

En un grifico f = f(x) correspondiente a cualquiera de estas fuerzas o a sus componentes
sobre x , el drea encerrada por la curva representa el trabajo que la fuerza (o su componente
en X ) genera en el trecho en que actia. Tener en cuenta esto es particularmente interesante
para casos como el del resorte, en donde a simple vista se puede hacer una evaluacion del
trabajo total realizado, y de su signo:

FR:'k.X FREFx‘

Este grafico corresponde al caso en que una particula enganchada a un resorte de constante k
pasa por x, dirigiéndose al punto x =0, en el que el resorte no ejerce fuerza alguna (tiene
su longitud natural). En ese tramo el resorte empuja, aportando trabajo positivo. A partir
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de O contintia moviéndose la particula hacia x, , mientras el resorte comienza su accion de
frenado, generando trabajo negativo.

Se observa en este ejemplo que, entre x, y X, , el resorte aporté trabajo total negativo (le

quitod energia a la particula). Por otra parte, si |7(>1| = |?z| , el trabajo neto entre estas
posiciones es cero.

TEOREMA TRABAJO-ENERGIA
Una particula de masa m se mueve bajo la accién de varias fuerzas, cuya suma estd

representada por la resultante ﬁ entre los puntos | y 2 de la trayectoria indicada en la
figura. Enel punto | su velocidad es V>1 .y cuando pasa por 2 su velocidad es V: .

Se cumple:

W, = amv, - am v’
(1=>2)

R R

Esta expresion nos dice que debido al trabajo de todas las fuerzas sobre la particula, varia la
expresion Y2 m. v’ , ala que se dio en llamar FEnergia Cinética ( Ec ). Lo de cinética,
porque son términos vinculados al movimiento; lo de energia, por lo que ya comentamos en
cuanto a la capacidad de producir trabajo: es obvio que a mayor masa y a mayor velocidad la
particula estd en condiciones de causar mas dafio contra el obstaculo con que se encuentre
(podra aplicar mayor fuerzay lograr mayor desplazamiento).

A partir de las Leyes de Newton, en un Sistema Inercial, se demuestra el Teorema:

AWk = R. &% = (dRidt) . F = df . (@dt) = m. . @dt) = m. &F. %

Wk = J.ZdWR = jzm.dV).V>: m.J.zV).dV): m.Iz(vX.de+vy.dvy)
(192) 1 1 1 1

= ¥ m. {[vxz]z + [vyz]z} = m (v, +Vv,))- (v, +v])] =

2

= Y m(v,-v') = mv, - % mv’ = Ec, - E

2 1
Se ha demostrado el Teorema Trabajo-Energia para el caso bidimensional, simplemente por

una comodidad formal. Naturalmente, es vélido para las demds dimensiones.

Otra manera de expresar el Teorema, es: N

todas
las fuerzas

En caso de querer aplicar el Teorema T-E en un Sistema No Inercial, se debe tener en cuenta
el trabajo de la fuerza ficticia, y que las velocidades y las energias cinéticas son referidas a ese
sistema no inercial:

+ Wr = Aflc SNI

todas las SNI

fuerzas reales
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Ejemplo 50

Una particula de masa m = | kg desciende por un plano inclinado, rugoso, empujada por
una fuerza paralela al plano, como se sefiala en la figura. Cuando la particula pasa por el
punto A, tiene una rapidez de 10 m/s . ?

Calcular la rapidez de la particula cuando \ I d
pasa por B,a50m de A, aplicando el P > )
Teorema T-E, vy luego verificar si el Va

resultado coincide con el que se obtiene L !
utilizando el método dindmico conocido.

pATOS: f=20N ; pu=05 ; d=50m ; 6=37° ; m=1kg ; v,=10m/s

Solucién:

Consideraremos como dato adicionala g = 10 m/s’ .

@ : Wr = Afc

9
4 /N
0
W = We + Wi + Wi+ W, = Ec,-Ec, ~
9
W, = P.d.sen37® = I0N.30m = 300 N
(A=>B) 3
Wi= f.d = 20N.50m = 1000 |
(A>8)
Wi = - wN.d=-058N5m=- 200])
(A>5)
Wk = (3004 1000- 200)] = 1100 |

Porotrolado: [ Akc = Ec, - Ec, = % m.v, - am.v,” = (05.v, - 50)] ]

lgualando: 1100 ] = (05.v, - 50)] — v, ~ 48 m/s

. .. o %4 >
Cinematica y Dinamica : 2f = m.a

Dado que todas las fuerzas actuantes sobre la particula son constantes, la aceleracion de la
misma también es constante. Por lo tanto se genera un movimiento rectilineo uniformemente
variado (MRUYV), cuyas ecuaciones horarias ya conocemos:

v, v, + a.t }
d = v,.t+ %t d=(v,-v')/l2a => v,=(ad+v)"

a=2f/m = (f +P.sen37° - uN)/m = (20+6 -05.8)N/ I kg = 22 m/s’

v, = (2.22.50 + 100)" =~ 48 m/s
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Ejemplo 51

Desde el punto | se lanza una piedra de masa m verticalmente hacia arriba, la que llega al
punto 2 con velocidad cero. Aplicando el Teorema T-E demostrar que la piedra conserva su
energia cinética al volver a pasar por el punto I, en su caida.

Solucién: V.0 m
2. 07 Q> Diagrama de cuerpo aislado: ?
> (Unica fuerza actuante, el peso.) |_>>
T h Aplicando W,_, = AEc :
| Q | 5 5
- --""T- la2: -mgh=%myv -%my, (N
9
Vs 2a3: +mgh=%Ymv'-%my, (2)

Comparando (1) con (2), y teniendo en cuenta que v, = O, resulta que Ec, = Ec,
O sea, v, = v, , como ya pudimos deducir en CINEMATICA'y DINAMICA de la Particula .

Pareciera redundante el método de T-E para resolver problemas, a juzgar por el ejemplo
desarrollado. Sin embargo, hay multiples situaciones que requieren su uso, entre otras razones
porque las trayectorias de las particulas no siempre son rectilineas, como la de este plano
inclinado.

Ejemplo 52

Sobre la pista lisa de la figura, se coloca un cuerpo de masa m en el punto A. El cuerpo
comienza a deslizar, baja hasta B, y luego asciende hasta el punto C en que su rapidez se
anula.

Calcular la rapidez del A LM C
cuerpo cuando pasa

por B, ylaaltura H

hasta la que asciende h H
cuando se detiene. B

Solucién:

Siendo la pista fija y lisa, la fuerza que le aplicaa m es siempre perpendicular a cada tramo
de la pista (N) , y por lo tanto no ejecuta trabajo a lo largo de toda la trayectoria. El Teorema
T-E se escribe entonces, entre Ay B :

W =W,=%myv, -% m.’\(ez

todas

megh = %my' => v, =(2gh"

=W

0
Entre ByC: W, . Vzm.\Qz—Vzm.sz Lo-mgH=-%my

todas

Comparando ecuaciones, se desprende que: H=nh
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Ejemplo 53

Un cuerpo de masa m cuelga de una cuerda de longitud | enganchada al techo. Se aplica
a este cuerpo una fu%za I4 horizontal, hasta desplazarlo una distancia d de la vertical.
Calcular el trabajo de para el caso en que el movimiento sea muy, muy lento (cuasi
estatico).

Solucién: 5
La fuerza F depende de O,y en cada posicion
logra el equilibrio con la tensién y el peso :

! >
F=T.sen® !
P=T.cos® 4 :<9\’
9
F=PtgO P
. dW, = F.dr.cos® = P.tg0 .dr.cos® =
dr ge = P.dr.sen®
. -
> NO - 0 6
F LI W, = | P.dr.sen® = IP. l.d6.sen B
(0=>0) 0 0

W, =P L[l-cos0]
(0=>0)

Ejemplo 54

Una plomada de masa m estd jsujeta en forma vertical en un camién que se mueve
horizontalmente con aceleracion A,

y es subitamente liberada. Calcular: 10

a) el trabajo realizado por la fuerza L,/

que desvia la plomada desde que se R Z
libera hasta su primera detencion; ;@ m/

b) el angulo de desviacion maxima
respecto de la vertical.

Solucioén:
Hay dos fuerzas reales sobre m : su peso, y la debida a la soga. Ninguna de ellas estd en
condiciones de llevar hacia atrds a la plomada. ;Qué sucede, entonces, dentro del

camion? ...

Mientras esta acelerado el camion, un sistema de referencias fijado al mismo es un SNI.
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Aparece una fuerza ficticia, de sentido contrario al de la aceleracion del SNI, de modulo
m. A:

9
Esta t* empujaa m hacia el punto 2 enel %Je el

/—O péndulo estaria en equilibrio bajo las fuerzas
( fk y T. Perola plomada continda moviéndose hasta
3 /,/" Qi que se detiene en 3 y luego retrocede para oscilar
e ’ alrededor de 2.

7o FLACE

fi ‘\/& Todo sucede como si dentL(>) del cgmion hubiese un

4—0.,. fi campo constituido por g + (-A), que fija una

2 e O linea de equilibrio cuya direccion pasa por la

articulacion “O” yel punto 2.

a) En cuanto al trabajo de ﬁ:

dWr = f*. dr.cosa = f*. L. da. cosa = m. A. L. do. cos . (ver Ejemplo 53)

ama’x a’ma‘x
Wi = I (m. A.Lda.cosa) = mA L[sena] = mA Lsena_
e>a,) g 0
b)  Aplicaremos el Teorema T-E: W, , = AEc
W... = W, + Wr = -PLlL(l-cosa_. )+ mALsena (1
0>a,) (0>a,) (0>a,)
AEc = Ec,-Ec, = 0-0 = 0
(2)
lgualando (1) con (2): Alg = (l-cosa ,)/sena .

Teniendo en cuenta las siguientes relaciones entre funciones trigonomeétricas:

|- cosa, . = 2.sen’(a,,/2) y sena,, = 2.sen(a,,/2).cos (a_[2)

max

resulta:

A veces las trayectorias no se “ven “, y podemos cometer errores al prejuzgarlas. Veamos qué
sucede con una cufia que se desplaza con velocidad constante.

Ejemplo 55

Sobre el plano inclinado liso de un
carro que se mueve con velocidad
V)C constante , se coloca una
particula m que comienza a
deslizar y desciende hasta el piso.
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Calcular su velocidad en B (abajo del todo) considerando los siguientes DATOS:

m=2kg ; h=236m ; 06=37° ; v =10m/s ; g=l0m/s
ent =0, mestden A con v = O respecto del carro
Solucién:
9

> . .
Las fuerzas reales que actian sobre m son N y mig. No existe ninguna g porque el
carro no estd acelerado.

Visto desde Tierra: hay una tentacién en decir que la tnica fuerza que ejecuta trabajo es el
peso, ya que la otra es “normal” . Si asi fuera, el Teorema T-E
aplicado al caso se plantearia:
W,=mgh=%myv -%nmyv,

Y, teniendo en cuenta que en t =0 la velocidad V>A de la particula es igual a la que tiene el
> Ny L )
carro, v_, la resolucion de esta ecuacion daria:

v, = 13.1'm/s “respecto de Tierra”.

Visto desde el carro:

0
W,=mgh = %amv  -%hmv =% m.SNCZ

v = 85mls

Con lo que, respecto de Tierra, en el punto B:

_® @ \ v =
—~—
>
Vmc A\ VB

v = v, +Vv' +2.v _.v.cosO ~ (72+100+136) m’/s’

mc

v, ® 17.5 m/s respecto de Tierra !

¢A qué se debe la diferencia en los resultados obtenidos de v,? ...

Se debe a que, en el primer caso, se partié de una falsa premisa: que la normal no ejecutaba
trabajo. La normal tiene una direccién que siempre es perpendicular al plano inclinado que la
genera. Pero esa normal, como se indica en la figura siguiente, no es perpendicular a la
trayectoria que la particula m describe respecto de Tierra, y por lo tanto genera trabajo.

o <T1/2
tangente a la

trayectoria
L2

122



Ejemplo 56
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La componente F de una fuerza que actda sobre una particula, varia como indica la figura:

Solucién:

a)

F,=f(x) para el intervalo

Entre x=0m y x=3m:

Entre x=3m y x=6m:
Entre x=6m y x=8m:

Entre x=8m y x=9m:

fntre x=0m y x=9m:

Calcular:

a) El trabajo realizado por F, cuando la
particula se mueve entre x=0 y x=3m..

b) El trabajo realizado por F_cuando la
particula se mueve entre x=3my x=9m.

c) El trabajo realizado por F  entre las
posiciones Xx=0y x=9m.

x=0m ax=6m,es: F=-2+kx (con k=2/3)

Wr,
(0>3)

Wr
(3> 6)

F = f(x) paraelintervalo x=6m

Wr,
(6>2)

F = f(x) paraelintervalo x=8m

Wr

X

(8>9)

Wr

(0>9)

3
= Jride = [z kx)de = -3
0

3

0

6 6
:IFX.dx :I(—2+k.x).dx = +3
3 3

ax=8m,es: F =+2N

8 8
:6_[ F..dx :GJZ.dx = +4]

aXx=9m,es:. F =18 - 2.x

X

9 9
:J.Fx.dx = I(+18—2.x).dx =+1]
8 8

= 3] + 3]+ 4]+ 1]

+5]

Sin necesidad de recurrir a las ecuaciones F = f(x) ., se puede calcular el trabajo a partir de
las superficies encerradas por la curva respectiva. Asi, a simple vista, el trabajo total entre
x=0y x=9m debe ser positivo, por ser mayor la superficie trapezoidal (encima del eje x)
que representa al trabajo positivo, que la triangular (debajo del eje x) que equivale al trabajo
negativo.

Ejemplo 57

9
Una particula se mueve en el campo vectorial de la fuerza F cuyas componentes varian punto
a punto. a) Calcular el trabajo de esta fuerza cuando la particula pasa del punto A(0;0) al
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punto B (I; 1) pordistintos caminos, como indica la figura:

|. 0;1)> (1:1); >
I ;
I ;

0) (1:1): 7 F F(1: )
e '__%2_8

b) ;Es conservativo este campo de fuerzas?
|
A
0

(0:0)> (
(0;0)> (
||| (0:0)> (

DATOS:

?{FX3.X+2.y T>| 2 3 X

F,=3.x+ 2y -
9
[F]=N : [x.y]=m 2oy /]
Solucién:
> >
a) W, = _[F.dr = j(F.dx+de)
Camino | : W, = W, + W,
(A=>B) (0:0=>0:1) (O:1=>1:1)
|
W, = Iz.y.dy = 1]
(0001 0
| W, = (9/2)]
W, = [(3.x+2).dx = 7/2]
(0:1=>1:1) 0
Camino I : W, = W, + W,
(A=>B) (0:0=>1:0) (1.0=>1:1)
|
W, = jz.x.dx - 32
(0:0=>1:0) 0
| W, = (11/2)]
W, = [(3+2.y).dy = 4]
1,0 111 0
Camino Il W, = W (x=y)
(A>B) (00> 1:1)
|
W, = [[(3.x+2.x).dx + (3.x+2.x)]. dx W, =5]
(0:0=>1:1) 0

b) No es conservativo. Son distintos los valores de W, , W,, y W, .
Obsérvese en el grafico como es el campo de fuerzas. ;Es razonable que en cada uno de los

caminos analizados el trabajo sea mayor que cero? ;Como hubiera sido si la particula pasaba
de (3;3) a (I;1), porejemplo?
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Como se viera, las fuerzas peso y eldstica son conservativas: el trabajo que aportan no
depende de la trayectoria, y, en los casos en que son las Unicas que generan trabajo, en un
circuito cerrado la particula sobre la que acttan conserva la energia cinética, como pudo
verificarse en el Ejemplo 51.

Apliqguemos ahora las condiciones de las derivadas cruzadas expresadas en la pdgina 116 .

Ejemplo 58

Verificar con las derivadas parciales si el peso , la fuerza del resortey la fuerza del Ejemplo 57
son conservativas o no.

Solucién:

Peso: P=1(0:P) oP/éx = 0 oP /6y = O

0=0 Por lo tanto la fuerza peso es conservativa, como cualquier otra fuerza constante.

Fuerza eldstica (resorte):  F, = (F,;0) oF,/ox = 0 oF /8y = 0

Rx ?

0=0 Por lo tanto la fuerza eldstica (resorte u otro dispositivo) es conservativa, como
cualquier otra fuerza unidimensional que depende de la posicion.

Fuerza del Ejemplo57: F = (3x+2y ; 3x+2y) .. 0JF/ox =3 SF /8y = 2

3 # 2 Por lo tanto la fuerza del Ejemplo 57 no es conservativa, como se habia
comprobado a través del célculo del trabajo, que no daba lo mismo siguiendo distintos
Caminos.

POTENCIA

Al trabajo que es capaz de desarrollar una fuerza en la unidad de tiempo, se lo llama potencia ,

que formalmente se define asi:
Pot = dW/dt

ks decir, potencia es la rapidez con que se realiza un trabajo. Uno puede aplicar una fuerza
F sobre un objeto (que se arrastra a velocidad constantg bajo la accién de otras fuerzas
también) durante un trecho determinado, con lo que F realiza cierto trabajo, y puede
acompafiar a ese cuerpo el mismo trecho con la misma fuerza (igual W,) a una velocidad
mayor (menor tiempo empleado; pero en este Gltimo caso se requiere mayor potencia).
> > >

Pot = dW/dt = (F.dn/dt = F.v
La potencia es un valor instantaneo. En cada instante depende de la fuerza, de la velocidad, y
del dngulo que estos dos vectores forman entre si.

Unidades de medida de Potencia

|/s = W (Watt) - Sistema Internacional
[Pot] = [F].[v] = [W]/][t] = ergio/s - Sistema c. g.s.
kgm /s - Sistema Técnico
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Ademas, todavia suelen usarse las unidades:
“Caballo Vapor” CV =~ 735 W y  “Horse Power” HP = 746 W
Ejemplo 59

Un automovil de 800 kg avanza sobre una carretera recta, de pendiente 20 m por cada
kilometro, a una velocidad de 80 km/h . Despreciando el trabajo de friccion en el motor y en
el mecanismo de transmisién del auto, como asi también el trabajo de la fuerza de roce con el
aire, calcular la potencia que consume el motor en esa situacion. (O sea, qué cantidad de
energia consume por unidad de tiempo).

., . 9
Solucién: X >
[
> Ia
y mg
a=20m b = 1000 m sen O = 0.02

ﬁ es la fuerza que suministra el piso, como producto de la accion del vehiculo sobre el

mismo. Si no hubiera roce, fuerza externa, el auto no podria subir (patinaria). Para que el
> .

auto marche a v = cte. - (MRU) - debe cumplirse:

9
| Pot = fr.V = frv.cos0 = 156.8N.80km/h = 1568N.2222m/s =
= 34844W

fr = m g sen® = 800kg. 9.8m/s’.0.02 = 156.8N

Pot = 4.67 HP

Los artefactos domésticos consumen cierta energia eléctrica por unidad de tiempo, que se
expresa en W. En el lenguaje popular se dice que a la empresa de electricidad se le pagan
“tantos Watts”, lo que es incorrecto. La empresa nos cobra la energia eléctrica consumida en
un bimestre, que se obtiene de multiplicar la potencia por el tiempo, y que se expresa en kWh.
| kWh = 1000 W.h = 1000 W .3600s = 3.6.10° |

Ejemplo 60

Si el costo de I kWh es de 22 centavos, en todo concepto, ;cudnto costaria mantener
encendidas 5 l[dmparas de 60 W , una estufa de 200 W y el motorcito de 1/8 de HP de una
fuente decorativa, durante una noche de 9 hs, sila curva costos = f (consumo) fuera lineal ?

Solucién:

Energia eléctrica consumida (E) = Potencia (Pot) . tiempo (t)
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Pot = 5.(60W) + 200W + (1/8).746 W =
= (300+200+93.25)W = 59325W =~ 0.593 kW

E = 0593 kW. 9hs. = 5.33 kWh

Costototal = ($ 0.22/kWh). 5.33 kWh = $ .17

Un cuerpo suspendido del techo, como un fluorescente, por ejemplo, “potencialmente” estd
en condiciones de adquirir energia cinética; bastard liberarlo y que comience a caer. Lo mismo
podemos decir de otro cuerpo sujeto a un resorte comprimido: la energia acumulada se
manifiesta como energia cinética del cuerpo cuando se descomprime el resorte. Un artefacto
explosivo, un compuesto quimico, nosotros mismos, bien alimentados, ... , son ejemplos de
energia acumulada que puede transformarse en cinética.

Esta energia que se acumuld por efecto de transformaciones de otras energias o del trabajo de
algunas fuerzas, se llama ...

ENFRGIA POTENCIAL

Se define como Energia Potencial (Ep) de una particula ubicada en un punto A del espacio, al
trabajo (cambiado de signo) que una/s fuerza/s conservativa/s realiza/n para llevar dicha
particula a ese lugar desde otro punto R, al cual se asigna arbitrariamente el valor cero de
energia potencial:

No tiene ningun sentido fisico la energia potencial definida de esta manera, dado que, por
poder elegir en cualquier lugar el punto en el que Ep =0, puede tener infinitos valores en A .

;Para qué sirve, entonces? ... Sirve porque, para las fuerzas conservativas, tiene sentido la
variacién de energia potencial (AEp) entre dos puntos:

A
4
[ Abp = Epy - Ep, = (-Wr, ) - (- Wi, ) = Y :
(entre Ay B) (R=>B) (R=>A) e0%%%%%0ecee’
= - (WFcons - WFcons) = - (WFcons + WFcons) = ... R . “'. B »
(R>B) (R>A) (A>R) (R>B) % PR .
= - WFCOHS \... e
(A>B)

Como se ve, AEp tiene un valor numérico tnico, dado que no depende de la referencia sino
del trabajo que la fuerza conservativa realiza entre A y B, que es perfectamente determinable
y no depende del camino recorrido.

; Y elsigno “-" 7 ... Se impone el signo “menos” para que algunas situaciones respondan a

nuestras percepciones intuitivas. Por ejemplo, si nos referimos al fluorescente mencionado,
tiene sentido decir que posee 10 ] de energia potencial. No nos cae bien decir
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-10 ] 6 -20 |, porque intuitivamente referimos la Ep al piso, debajo del techo que sujeta
la luminaria.

NOTA: Veremos a continuacion ejemplos en los que se resuelven problemas
teniendo en cuenta los conceptos y las definiciones vistas hasta aqui. Pero al final

de este capitulo, antes de “Experiencias sencillas”, haremos consideraciones sobre |a
“energia” que la vincula a la masa y a la velocidad.

Ejemplo 61

a) Tomando Ep = 0 en el piso en que nos hallamos, calcular la energia potencial
gravitatoria de un cuerpo m ubicado sucesivamente en un punto A del cielorraso, y en otro
punto B del fondo de un pozo.

b) Calcular la energia potencial eldstica de un cuerpo enganchado a un resorte de
constante k : primero estirado y luego comprimido.

Solucién:
a) — -
1h A Ep, =-W,=-[-mgh,]=+m.g h,
Ep=0 S > -
1h Ep, = - W, = -[-m.g.h] =+m.gh,
B B 0->8 1
) o Ep 0
Ep, = - Wi, = -[- % k(x,'-0")] = %k x,’
(0 >XA) —
....0...0. Ep, = - Wr, = -[- %2 k((-x,)-0")] = ¥k x,
| (0 =>X8B) —
B! —x | xA
%—!—P- + X

0

v

Ya sabemos que para que tenga validez la expresion F,=-k. x, debe medirse x a partir de la
longitud natural del resorte. Parece ser ese el punto conveniente para considerar a la energia
potencial igual a cero. Sin embargo, bien puede tomarse cualquier otro punto para dicha
referencia; si se hace esto, la Ep correspondiente a los puntos comoel A y el Btendrd otra
expresion. [ Seria bueno que intentaras deducirla ] .

Por otra parte, obsérvese como es “simétrico” el resorte: la Ep tiene el mismo valor con el
resorte comprimido un Ax que con el resorte estirado el mismo Ax .

Pero todavia podemos preguntarnos cudl es la utilidad de la aparicién del concepto “energia
potencial”, dado que, al fin y al cabo, nos remite al calculo del trabajo que ya conociamos.

128



TRABAJO y ENERGIA de la Particula

Veamos:

El Teorema Trabajo-Energia y la clasificacion de fuerzas que hiciéramos nos permiten escribir:

Wk, =W, _. = Wr + Wr + W+ Wr

vinculo disipativas otras conservativas

Wi

nc

= Wr_+ Wr

todas cons.

Es decir, el trabajo total sobre una particula puede ser provisto por fuerzas conservativas
( Wr___) vy por fuerzas no conservativas (Wr_).

cons.

T-E: Wi+ Wr = Akc

cons.

Pero si de todas las fuerzas que actian sobre una particula solo ejecutan trabajo las fuerzas
conservativas, el Teorema T-E seresume a:

Wr_ = Afc
Y como AEp = - Wr__, resulta: -AEp = AEc —> 0 = AEp + Akc
Lo que se puede escribir:  A(Ep+ Ec) = 0 S Ep + Ec = constante

A esta suma de energias se la llama Energia Mecdnica ( Ev ). De manera que hemos llegado a
una nueva Ley de Conservacion :

“Si solo ejecutan trabajo las fuerzas conservativas, la energia mecdnica se conserva”

Es asi como, para los siguientes casos, la energia mecdnica es constante. Es decir, punto a
punto de la trayectoria de la particula, se cumple: Ep + Ec = constante .

4§ V,=0 coos Aqui la tnica fuerza que acttia sobre m es la del peso,
; 1 ;,’1 h T S que es conservativa.

I O Ep, = mg

| Ev = EMm. = Em, = Em

0 0
Em, = Ewm, — Ec + 1B = fzg:+Ep4 =  Yamv' =m.gh

Lo mismo vale para un lanzamiento oblicuo, ya que solo actta la fuerza conservativa peso a
lo largo de toda la trayectoria de la particula lanzada:

3 .....goonoﬂoo.oo...... 4 ECI + E = ECZ+ E , =
...O. .T... p p
P 3
ol P = Ec,+ Ep, = Ec,+ Ep, =
| S = Ec,+ Ep, =
_O
De: Ec,+Ep,=Ec,+ Ep, sededuceque |v | =|v,| , yaque Ep, =Ep, .

Pueden aparecer otras fuerzas, no conservativas, sobre una particula. Pero si no ejecutan
trabajo, la energia mecanica igualmente se conserva, como en el siguiente caso:
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__;__A . > W, =0 .. Em, = Em, = Ew_ = Em,
m Si m tiene velocidad O en A :
hA
Ev, = Ep, = m.g. h
> C E E Z ’
M. = Ec. = m.v
Ep,=0 P D ’ ’ ’

m.g. h, = %mv,

También se conserva la Em cuando una particula se encuentra bajo la accién de un resorte; o
bajo la accion simultdnea de un resorte y del peso, si el resto de las fuerzas no ejecuta trabajo.

Ejemplo 62
Sobre una mesa horizontal, lisa, se encuentra un cuerpo de masa m enganchado a un resorte

de constante k, como indica la figura. “Alguien” tomaa m Yy estira al resorte hasta A,y
luego libera al sistema que oscila indefinidamente (caso ideal, claro).

| lo k Ep=0 Demostrar que Em,=Ewm,, y que
m por lo tanto se conserva la energia
mecdnica en toda la trayectoria de
la particula m .
B : - 7(>B E Xy ;i
0 —"

( Se imponen: lareferencia +x, y Ep=0 en x=0)

Solucién:
0
En A: Ev,= Ep,+ €, = Ep, = %ok X,

En B:  Em,= Ep, +Ec, = ok x,'+ Yam. v,

Como se trata de un MAS, seglin viéramos:
2 2 2 2 2

2 2 2
Vv, = o.(X, -%X) = 0.X, - ®.X,

mov, = mo.x - hmo.x = hkx' - kkx

Resulta: [ Em, = o kox, '+ 2 kx, - ok x, = 2k x, = Em, ] c.q.d.

Ejemplo 63
Un vagén de masa m se desliza sobre rieles lisos, como se indica en la figura, hasta que se

encuentra con un piso horizontal rugoso a partir del punto E . Sigue avanzando, yen F se
topa con un resorte de constante k .
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Silas curvas BCD y DE son tramos de circunferencias de radios como
los que se indican, hallar: a) el modulo y el sentido de la fuerza

que la pista ejerce sobre el mévilen C y E; b) el

punto sobre la circunferencia rugosa en el que

se detiene este cuerpo. @

k, o d .
(0LCCOTECOTECLN De—
1) !

G*® u °r E

(] hA
h.=r, .
(J [
D re B
\ 4 \ 4
C
DATOS: m =500kg ; v, =10m/s ; h,=45m ; r. = 15m ; r,=20m

h.=20m ; d=100m ; w=0.1 ; k=2N/m ; g = 10m/s’
Solucién:

A lo largo de todo el recorrido de m , hasta el punto E, la Unica fuerza que ejecuta trabajo es
el peso. En ese tramo, entonces, se conserva la energia mecdnica.

A partir de E la superficie rugosa hace perder energia; la que posee el cuerpo en la maxima
compresion del resorte es, pues, la que tenia en el punto E menos la que se pierde por roce
dado que la fuerza del resorte es también conservativa.

9
a) N Em, = Em,
> |
VC 2 2
—m m.g.h, + amv, =%m.v,
I_3> ,,C Reemplazando valores: v.' = 1000 m’/s’

No-P=mv'/r. = N.=mv'/r.+P = | N, ~ 38333N

El sentido de N. es el indicado en la figura, ya que su médulo despejado de una ecuacién
planteada en funcion de ese sentido supuesto, es de valor positivo.

Veamos ahora qué pasa en el punto E , suponiendo también que el piso empuja hacia arriba.

9
NE
v Em, = Ewm,
E
— |
E® 2 m.gh, +%mv, =%myv +mgh,

Reemplazando valores: v." = 600 m’/s’

P-N,=m.v'/r, = N =P-m.v//r, = [N, =-10000N
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Aqui también ha sido despejado un médulo: el de N, . Pero el resultado es negativo, lo que
quiere decir que el sentido supuesto para la fuerza que los rieles ejercen sobre el vagon en el
punto E , no es el que verdaderamente tiene; en ese punto, los rieles “tiran” hacia abajo,
evitando que el vagon vuele.

b) Parte de la energia cinética que el vagén posee en E se pierde por roce en el camino
rugoso. Podria suceder que se pierda toda antes de llegar al resorte; o que todavia el vagén
esté en movimiento al tocarlo; o que se frene y el resorte lo devuelva hacia atras...

La energia que el vagdn posee en el punto F es:

Ec, = Ec, - Wi = am.v,’ - w.m.g.d = 150000 - 50000] = 100000 ]
(E>F)

Parte de esta energia se pierde por roce con el piso a medida que se va comprimiendo el
resorte, a la vez que el resto de la energia se va acumulando en éste. Aplicando el Teorema
Trabajo-Energia podemos calcular la longitud de la compresién (x) :

W, . = AEc = -Ykx -wmegx ; Ak = 0-Ec

todas Wtodas
las fuerzas las fuerzas

o ~ Q -k x - umgx=-Ec =-100000] GD
(ke ]

F %< x >°F

X ~ 153 m

Quiere decir que el punto F~ en el que se detiene el vagén estd a unos 153 m del punto F
que sefiala la ubicacion del extremo del resorte cuando tiene su longitud natural. ¥ alli se
queda detenido porque el resorte no tiene capacidad para vencer la fuerza de roce maxima:

frs = k.x = 2N/m. 153 m = 306 N ; fr., =pnmg=500N

Dado que la energia potencial tiene un valor arbitrario que depende de dénde esta ubicado el
punto de Ep =0, la energia mecanica también tiene un valor arbitrario. Hasta se puede decir
que Em vale cero a lo largo de todo el camino de una particula.

Ejemplo 64

Para el mismo caso del Ejemplo 62 (véase su figura), demostrar que Ewm, = Em, tomando como
Ep=0 el punto A (recuérdese: v, = 0).

Solucién:

0 0
EnA: Ev, = B, + & =0

En B: Em, = Ep, + Ec,

B

Ep, = -Wi. = -[-%k (x'-x,)]

res

(A>8)
Ec, = amv, =Vema.x, - mao.x, =%kx' - %kx’

ya que, tratdindose de un MAS:  v," = o". (x,’-X,) = ®. X, - @ X

2
B
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Evg= Y2k (x,-x,)] + % kx -%kx =0
y resulta: Em, = Em, , como queriamos demostrar.

Se ve en este ejemplo que Em = 0 , por haber tomado caprichosamente a Ep =0 en el punto
de médxima amplitud del MAS . Pero esto no significa que no se pueda calcular la energia
cinética o la energia potencial en cualquier punto de la trayectoria. Témalo como un ejercicio,
y calcula la velocidad de la particula en x, # x, , por ejemplo, para este caso en que en todos
lados la energia mecdnica vale CERO.

Si realizan trabajo simultdéneamente el peso y la fuerza de un resorte, para evitar confusiones se
denomina Ep. la energia potencial gravitatoria generada por el peso, y Ep, la energia
potencial debida al resorte. En ambos casos se asigna arbitrariamente, en cualquier lugar, el
valor CERO correspondiente.

Ejemplo 65

Sobre un plano inclinado liso, una particula de masa m se encuentra en reposo enganchada a
un resorte de constante k , como muestra la figura. Desde ese lugar (1) se lleva a m ,
comprimiendo al resorte mas alld de su longitud natural |, , hasta el punto (2) ,

y luego se la suelta.

Calcular la distancia D que corresponde a la RS
. . . m \

posicion (3) en que la particula se detiene,

considerando que Ep,=Ep,=0 en (2). (1) v\

Solucién:

Dado que ta%bién Ec=0 en (2), resulta Em,=0. ¥, como las Unicas fuerzas que ejecutan
trabajo son F, vy 3 , que son conservativas, la energia mecdnica es la misma en cualquier
punto de la trayectoria de m . Por lo cual puede escribirse:

Em, = Em =Em, =0
0
Ev, = Ep,, + Ep, tBC, = 0 = -m. g sen 0. (D+d) - {- %2 k. [(D+A) - (d - A)] }
0=-mgsen0.(D+d) + Lk [D'+A"+2.D.A-d"+2.d. A-A"]

Perocomo m.g.sen® = k. A , porque esa es la posicion de equilibrio de m , resulta:

D=d

lo que era de imaginarse tratdndose de un MAS alrededor de (1), con amplitud D .
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Ejemplo 66

Calcular nuevamente D del Ejemplo 65, pero esta vez tomando Ep,=0 en (1)y Ep,=0
en (3).

Solucién:
0
Em, = Ep.,+Ep,, +¥€, = 0 = m.g.sen 0. d - { Yo k. [(d-A)* - (D + A)] }
0 0
Em, = Ep., + R3+/E€3 =-m.g.sen 0.D
Em, = Ewm, -m.g.sen0.D = m.g.sen0.d - { Y2 k. [(d-A)* - (D + A)] }

Como m.g.sen® = k. A , segln se viera, resulta: D=d
Ejemplo 67

Si para el mismo plano inclinado y el mismo
resorte de los ejemplos anteriores imaginamos
ahora que el cuerpo m pasa por (2) con
rapidez v, (es decir, se comprimié mas el
resorte como para que, al liberarlo, suceda
esto), ;a qué distancia D" estard el punto

(4) en el que se detendrd la particula?

Solucion:
Tomandoa Ep,=0. ya Ep, =0, resulta:

E,, = Ep,, +Ep,,+Ec, = m.g.sen 0. (D" +d) + Y2k [(d-A)- A1+ Yam. v,/

0 0
Ev, = B, +Ep, +HC, = Ep,, = ok [(D+A) - A']

Considerando que Ev, = Ev, | = Em, = Em, = ... queda:

m.gsen0. (D' +d) + ok [(d-A)Y - AT+ Yam.v, = bk [(D+A) - A']

ecuacion de la que surge: D' =d+(m/k).v,

Esta expresion nos indica que D > D, como era de esperarse.

Por otra parte, v,"= (k/m). (D"* - d*), deducida de la anterior, es idénticaa v “= o". (A" - X"),
vistaen el MAS ,yaque o = k/m.
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Nos hemos circunscripto a las inmediaciones del planeta en los ejemplos precedentes. La
energia potencial gravitatoria era considerada tomando la referencia CERO de energia potencial
cerca de la superficie terrestre, de manera que no hubo que tener en cuenta la variacion de la
aceleracion de la gravedad con la distancia, como cuando nos alejamos significativamente de
la Tierra. Pero hay una manera de involucrar esta variacion, empero, usando las expresiones
hasta aqui aplicadas. Veamos qué se obtiene.

Habiamos definido la energia potencial en un punto A como: Ep, = - Wr__endonde R
cons.
(R>A)
es un punto para el cual consideramos arbitrariamente que la energia potencial vale 0 .

Tomemos ahora a ese CERO en el infinito y calculemos cual es la energia potencial gravitatoria
de un cuerpo de masa m a una distancia x del centro del planeta, pero en un punto por
encima de su superficie. A esa distancia la fuerza de atraccién gravitatoria vale:

Fe, = - G.m,.m/x

con m, como la masa de la Tierra; el signo “menos” aparece porque Fg,  apunta hacia el
centro del planeta, mientras que x se mide hacia afuera.

cons.

X

Ep, = - Wr :[_[ (-G.m,.m/x)dx | =-Gm,.m/x
(00 >X) o

Es correcto el signo “menos” en la expresion de la energia potencial en x , cuando se toma la

referencia O en el infinito. Porque es positivo el trabajo de la fuerza de atraccién gravitatoria,

dado que a lo largo del camino esa fuerza “ayuda al movimiento™; v, si es positivo el trabajo,

de acuerdo a su definicion, la Ep , debe ser negativa.

En la superficie de la Tierra x equivalea R., con lo que la energia potencial es:
Ep, = - G.m,.m/R,

Ahora estamos en condiciones de calcular la energia que nos insume despegar definitivamente
del poder de atraccién de la Tierra a un cuerpo lanzado al espacio, y qué velocidad minima ha
de tener para lograr este objetivo.

Ejemplo 68

Se desea enviar una nave tripulada mds alld de la influencia gravitatoria terrestre. Calcular:
a) ; qué cantidad de energia insumira la operacion ? ; b) ; cual debe ser la velocidad de escape,
si el lanzamiento se realiza desde la superficie del planeta ?

Solucién:

a)  El trabajo que deberd realizarse para enviar la nave al “infinito” (teoricamente el lugar en
el que el campo gravitatorio terrestre es CERO ) equivale en modulo a la energia potencial sobre

la superficie de la Tierra: (RT\_?;/OO) = G.m,.m/R; . Porlotanto esta es la energia necesaria

para alejar definitivamente a la nave de masa m . Es decir, la energia a invertir por unidad de
masa, resulta:

Ep,/m = G.m. /R, ~ 62.10" ] /kg

135



Fisica I: Teoria, experiencias 'y 161 ejercicios resueltos / Roberto Stimler

b)  La velocidad minima necesaria surge de igualar la energia mecanica total de la nave en el
infinito con la que posee en la superficie terrestre:  Em., = EM, . Como en el infinito la energia
potencial es CERO vy la energia cinética también, por suponer que la velocidad que se ha ido
perdiendo llega a ser nula si la inicial en la Tierra es minima, la energia mecanica total en el
infinito es entonces cero. Por lo que debe ser 0 la energia mecdnica total en la superficie.

Ev, =0 =Ep, + Ec, ; 0=-G m.m/R + %mv,’

v = 11.2km/s

esc.

Veamos ahora cudl ha de ser la velocidad minima para escapar de la influencia del Sol.
Ejemplo 69

Se desea enviar un objeto mas alld de la influencia gravitatoria solar. Calcular: a) ; cudl
debe ser la velocidad de escape (v” ) si el lanzamiento se realiza desde la superficie de la

Tierra 7 b) ; cual deberia ser la velocidad de escape (v" ") si el lanzamiento se realizara
desde el Sol ?

Solucion:

a) 0=-Gmg.m/d, +%mv ~ V.. ~ 425 km/s

by 0 =-Gm.m/R +%mv .~ Vi, =~ 617 km/s
d.. = distancia Tierra-Sol R, = radio del Sol

TS S

A tener en cuenta: cuando se aplica el Teorema Trabajo-Energia, tanto el Trabajo como Ia
Energia Cinética o la Energia Potencial se deben calcular en el mismo sistema de referencias.
Es decir, no es lo mismo observar un suceso desde un carro que marcha a velocidad constante
(S.1.), que desde Tierra (considerada también un S.l.), como puede apreciarse en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 70

Un cuerpo de masa m yace sobre el piso de un carro que se mueve horizontalmente con
velocidad constante. En t=0 seaplicaa m una fuerza horizontal F que genera al cuerpo
un desplazamiento A%, medido sobre el carro, mientras éste se desplaza respecto al suelo
una distancia d .

_ . >
Expresar el Teorema Trabajo-Energia L AX !
: ; > _—>
para dos observadores: uno ubicado F E o v S
arriba del carro, y el otro mirando el | - -, — V = cte
[ ] R :

suceso desde Tierra. s z s z »
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Solucién:
0
Para un Sistema fijo al carro : F.AX = Yam.v, - % m.K
( “v mindscula” : respecto del carro)
0
Para un Sistema fijo a Tierra : F.(Ax+d) = am. (v, +V) - % m.‘f\+ V)’

Los comentarios que siguen son para reafirmar una vez mds que lo que vemos en Mecdnica
Clasica es tan solo una realidad parcial, la mds “intuible” de las que se comprobé que
constituyen nuestro Universo.

La masa, para nosotros inmutable, ya hemos dicho en DINAMICA ... que no serd ni muy
grande ni viajara a velocidades considerables frente a la de la luz, por las razones expuestas:
estamos estudiando |a fisica correspondiente a la Mecanica Clasica.

Digamos ahora que la masa es una forma de energia . Cualquier cuerpo, inclusive alguno de
los mds pequefios y en reposo, tiene contenida una enorme cantidad de energia que puede
calcularse con la expresion E = m.c’, enlaque E esla energia que contiene el cuerpo de
masa m,Yy c es un factor de conversion equivalente numéricamente a la velocidad de la luz.

En las reacciones quimicas se combinan las sustancias para formar nuevas. Se ha medido las
masas de los componentes antes y después de la reaccion y se comprob6 que no coinciden; la
diferencia estd justamente en la energia involucrada. Y es mucho mas notable la diferencia de
masas antes y después de una reaccion nuclear, dado que es mucho mayor la energia que se
libera en estas reacciones. En todos los casos la expresion E = m. ¢® ha sido verificada
cuantitativamente.

Inclusive la ecuacién de Einstein vale para otras situaciones. Por ejemplo, un ladrillo calentado
0 un resorte tensionado tienen mds masa que cuando estin frios o en estado natural,
respectivamente. Pero como la diferencia de masa es tan despreciable, no es facil medirla, por
lo que éstos no resultan buenos ejemplos para verificar la relacién entre masa y energia.
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Experiencias sencillas

*  Puedes observar como se desplaza un objeto cualquiera lanzado sobre una mesa
horizontal con la que tiene roce: avanza mds si se le imprimio una velocidad inicial
grande; casi ni avanza si se lo lanza con poca velocidad.

Lo anterior verifica el teorema T-E : la energia cinética inicial es modificada por la Unica
fuerza horizontal que aparece sobre el objeto, que es la fuerza de roce; su médulo, en
cualquier caso, mientras el cuerpo se mueve, es constante y vale u. N . Pero necesita
“trabajar” mads para frenar a un cuerpo que viene con apreciable velocidad, con mayor
energia cinética, y por eso el desplazamiento antes de parar es mayor.

*  También se puede observar cémo no se ahorra trabajo para realizar algunas tareas
con el uso de dispositivos que nos reducen “esfuerzos”. Es facil montar un aparejo con
un par de poleas, como el de la figura, y comprobar que se gana comodidad
para izar un cuerpo (se necesita la mitad de la fuerza), pero no se gana en “trabajo”.
Por el contrario, éste resulta levemente mayor si se tienen en cuenta roces y el peso de la
polea movil.

Se puede comprobar con un
resorte (o dinamometro) que
F equivale a la mitad de mg
cuando se levanta al cuerpo
m con velocidad constante.

F=P2=mgl/2 Pero el recorrido de la mano
d = 2h que sujeta la soga es el doble.
9
W, = F.d = |mgl.h

*  Con un resorte puedes arrastrar por un plano inclinado un objeto hacia arriba. Si lo
haces siempre despacito, sin pegar tirones ni intentar acelerar el cuerpo que arrastras,
observards que el resorte se estira mas si el plano se inclina més respecto de la
horizontal; es decir, estds haciendo mds fuerza. Pero si mides esa fuerza precisamente
a través del estiramiento del resorte, verds que el trabajo realizado en todos los casos,
cualquiera sea la inclinacion del plano, es el mismo: a mayor fuerza, menor longitud del
recorrido y como consecuencia de ello, el producto “distancia x fuerza” se mantiene
constante. Piensa si esto es coherente con el teorema “trabajo-energia” .
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Hasta ahora hemos visto qué cosas y por qué le suceden a una particula: como se acelera por
la accion de fuerzas que actdan sobre ella, cdmo varia su energia de movimiento y de posicion,
como es su trayectoria, etc. Pero hay veces en que es conveniente observar a un conjunto de
particulas que tienen cosas en comun, como por ejemplo dar vueltas en torno a un mismo
punto del espacio, acelerar simultdneamente, o chocar entre si. A ese conjunto lo llamaremos
“sistema” y lo analizaremos interactuando con el medio que lo rodea, el que le aporta “fuerzas
externas”.

Tomemos a las particulas de masas m,, m, , , comg copjunto. Su interaccion con el
medio que las rodea generd las fuerzas ?IY % : é : ?4 : ?5 , que se observan en la
figura, y que son las externas al “sistema”. Las particulas se influencian mutuamente a través
de los pares de fuerzas sefialados con “ t 7, provenientes de atracciones o repulsiones debidas
a fendmenos gravitatorios, eléctricos, o sencillamente a dispositivos que las vinculan, tipo
resorte, por ejemplo; estas fuerzas son las “internas” del sistema.

>
f, 2 . Sabemos que ST = dp/dt . Por lo tanto,
m ?13 31 ’ para estas particulas, puede escribirse:
| > 2> > > >
} f) F, f+f,+F = dp/dt
9
F > > > >
Somo At )2 f+f+E+F = dpydt
Fz ! > 2>
Lt E+ B+ F, = dp./dt
(SRS

21

Sumando las ecuaciones miembro a miembro se anulan los
pares accion-reaccion de las fuerzas internas, con lo cual queda:

> > > > > > > >
2 F . =dp/dt + dp/dt + dp/dt = d(p,+p,+p,)/dt = d(p
f):S es el impetu lineal del sistema; es la suma vectorial de los impetus lineales de cada
particula. Pero es, como veremos mas adelante, una magnitud fisica mas significativa desde el
punto de vista del conjunto.

)idt

sis

En la ecuacion precedente se deduce que cuando no acttian fuerzas externas sobre el sistema,
o cuando, actuando, su suma vectorial es cero, el impetu lineal del sistema se conserva. Dicho
de otra manera, si solo actdan las fuerzas internas del sistema, se mantiene constante el
impetu lineal del mismo:

> >
2k, =0 = p,. = cte

[ Pero las fuerzas internas, con las correspondientes fuerzas externas, pueden
modificar el impetu de cada una de las particulas en forma individual. ]

Esta ley de conservacion es utilisima y muy practica para resolver infinidad de problemas
fisicos, alguno de los cuales se tratardn en este texto. Es vdlida para sistemas macroscépicos
como para los microscopicos. La masa de las particulas subatémicas, por ejemplo, se obtiene
haciendo colisionar la particula de masa desconocida con una de masa conocida y midiendo
sus velocidades antes y después del choque. Parece muy complicado, tratdndose de entes tan
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pequefios y veloces. Sin embargo se logran las medidas con mucha precisién observando las
trazas que dejan las particulas en un detector. En todo caso, con el uso del principio de
conservacion del impetu lineal de un sistema se determinan las masas midiendo velocidades,
lo que siempre es mas sencillo que medir aceleraciones.

En una cdmara de niebla o de burbujas, se aprecia perfectamente el caracter vectorial de
p.. =cte. Las fotografias de una colision entre el nicleo de un dtomo en movimiento (m,) y
el de otro en reposo (m, , m, , m, , sucesivamente), permiten verificar lo antedicho:

>,
P,
> >
m - m RRRE Fe
! Pi = P antes ’ T Py 6
O R . . - Usis después
_>_> reposo O s
Vl \ > ’
P
B .
m > > m / ’ >
Ol pl - psis antes ‘3 . psigdespués
_)—b " reposo O \ _,/’/
v, \ S
P
m, > _ > >,
O P, = psis antes p4
V)\A\‘ m,
1 @
reposo T =-wn _ N

Si un cuerpo esta en reposo, su impetu lineal es cero. Pero si de pronto estalla y se fracciona
en dos partes, la suma vectorial de los impetus lineales de cada parte debe ser también cero, si
es que durante la explosion no han actuado las fuerzas externas (o si la suma vectorial de
éstas es cero). Se escribe:

> > > >

f):S = cte. —> Pero: =0 =0

psis antes psis después psis antes psis después

Por lo tanto, en este ejemplo del cuerpo en reposo fraccionado en dos:
> >
m.v, +m,.v, =0
Si no apareciera otra ecuacion, no podrian determinarse las masas. En cambio si se puede

conocer con precision su cociente, porque son medibles los modulos de las velocidades:
m/m, = v,/v,

Veamos ahora aquello del significado fisico de p_ . Si una particula aislada conserva su

impetu, significa que se mueve con MRU . Lo que invita a pensar que, en el sistema, si se
conserva el impetu del conjunto, “algo” se mueve con velocidad constante. Haremos unos
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desarrollos para ver si lo descubrimos.
> > > > > >
Pss = P, TP, +P; = Zp‘ =X (mi. Vi)

Si M es la masa total del sistema (M = m +m,+ m + ......... = Xm,) , y multiplicamos y

dividimos la expresion anterior por M, resulta:

P =M (Z(m.V)/M

El impetu lineal del sistema es, entonces, equivalente al de una particula de masa M, que
. > > ~ “
se mueve a la velocidad X (m..V )/ M que llamaremos Vv, ( velocidad del “centro de

masas” - CM - ). Si se conserva el Bsis . porque es nula la influencia de las fuerzas externas

sobre sistema, entonces el centro de masas se mueve con MRU :

Bsis = M'(Z(mi'?i )IM) = M-V>CM Bsis = cte. = V>CM: cte.

;Como hallar la ubicacién del CM 7 .....
Si 30\/] =X (mi.?i) /M, entonces V>CM = Xm. (d_r>i/dt) IM = (d/dt) (2 (mi.-r>i) I'M)

El dltimo paréntesis contiene un término que tierl>e dimensiones de posicién . Por lo tanto,
viendo que su derivada respecto del tiempo es la v, , esta posicion es la del centro de masas.

Xey = Z(m.x )/ M
l’CM:E(]’ni'ri)/[\/l YCM z(]T]|y|)/[\/l
Z,, = 2(m.z) /M

Si tomamos como sistema a dos cuerpos puntuales, demostraremos a continuacién que su
CM se encuentra en la recta que une a estas particulas.

y

Se elige el sistema de referencias, como siempre, en forma arbitraria. En este caso se toman las
posicionesge las particulas m, y m, respecto del puno “0” . El vector posicion del centro
de masas, f,, , deberd estar dado, pues, respecto del mismo punto.

>
rZ

> > > > > > >
oy =2m.t/M=(m.r+m,.7)/M=(m.7T+m,.,+m,.1-m.7)/ M=

= [?,(ml-l—mz) + mz(?z_?)]/M = ?1 + (mz/M)az_?l)]

> : > -
El vector T, se obtiene de la suma de los vectores T, y una fraccion de (T,-F ). Por lo que,
como queriamos demostrar, el CM se encuentra en la linea imaginaria que unea m y m,:

m L (/M) (T,-7)

cM
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Ejemplo 71

Hallar el CM de dos particulas de masas puntuales m, y m,, y analizar donde estaria el
mismo si: a) las particulas tuviesen masas iguales; b) una de ellas tuviera una masa
muchisimo mayor que la otra.

Solucién:
Por lo visto anteriormente, sabemos que el CM estard en la recta que pasa por esas dos

masas. De manera que se hace coincidir un eje de referencias (x , por ejemplo) con dicha
recta y entonces es suficiente con calcular x, .

X
Xy = M. X /M =

= (m.x +m,.x)/(m+m,)

a) Sim=m,: | x, = X+x)/2],

que es la mitad de la distancia que separaa m, de m,.

1

by Sim >>m, ., | x, =Mm.x+m.x)/m = x+(m/m).x, = a

Es decir, el CM se ubica del lado de la particula de mayor masa.

Antes de seguir calculando posiciones de centros de masas, veamos si los resultados
obtenidos responden a nuestro conocimiento intuitivo.

Imaginemos a dos pelotitas de golf, unidas por una varilla delgada, sin masa, apoyadas sobre
una mesa con la que casi no tienen roce. Si empujamos a este sistema para que avance
girando a lo largo de la mesa, ;como lo hace? ... “Vemos” que giran las pelotitas alrededor del
centro geométrico, centro de la varilla, mientras el mismo avanza en linea recta. El centro
geométrico es, en este caso, el CM del sistema, el que esta ubicado en el lugar calculado en
el inciso a) del Ejemplo 7/. Y avanza en linea recta, con MRU, porque no hay fuerzas
externas, horizontales, sobre alguna de las particulas del conjunto.

Por otra parte, si a una de las pelotitas de golf la reemplazamos por una de ping-pong y
realizamos la misma experiencia, el conjunto avanza girando alrededor de un punto muy
proximo a la pelotita de golf, casi coincidiendo con ella, mientras el centro de ese “giro” se
mueve con rapidez constante, siguiendo una direccion recta.

Una experiencia mas sencilla es la de lanzar un lapiz sobre la mesa sin roce, girando. También
aqui se observa que da vueltas alrededor de su centro geométrico, en donde seguramente

estard su CM . Pero esto lo demostraremos mds adelante.

Continuando con el calculo de ubicaciones de centros de masas, tomemos el caso genérico de
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muchas particulas sueltas integrando un sistema. Imaginemos, como lo indica la figura, que

calculamos la ubicaciéon del CM de una parte de ese conjunto (CM,), y luego el centro de
masas de la otra parte (CM,).

SO RTYIA T NN -
Demostrare’mos que el CM del total ',x"OCC'\DA‘*\O e %8_0,,00’(‘)0—805
de las particulas se puede calcular a v O ‘ 6)(510 % OOOO O‘\‘
partir de estos dos, como si se tratara L QO ,QQ'Q QO ~0_ O O ]

) : L O OO0 S M ¥~ <% O\
de dos particulas ubicadas en CM R @) oY o * s
! OO0 O OO cm, O
y CM,. ‘\\OO 0O O

Si n es el ndmero de particulas para las que calculamos la posicién de CM, , y m el nimero
total de particulas del sistema, pueden escribirse las ecuaciones:

n+l

?CIVH :Zn:mi'?i/zr]:mi _r>CMz :gmj'?j/i]mi
?CM :[(;mi)-EMx+(Zlmj)'—r>CMz]/[lzmi+zlmj] Zl:mi-l—z%mi:;mii
_r>cM - [(Zn:mi)'(zn:mi'?i)/zn:mi] / [Zrn:mij] +[(£mj)'(£mi'_r>i)/§mi] / [im”] -

m.T]/[Em]=Xm7T/Em,
| |

ij

n m

.9
=[2XZm.f + 2
| n+ ! |
Esto quiere decir que, para el caso de tres particulas, por ejemplo, se puede calcular primero el

CM,, de dos cualesquiera de ellas, ubicar alli a la particula equivalente, y luego calcular el CM
del conjunto, con la particula restante:

\ ,/' ------------------ Se----- \
\ lz‘ \
¢ Mo M, { M. S
\ *-lch—-O m, \ ¢ (m+m,) ':
1 ’ -
: | Mz /
o S = ' 7 S
,/’ m3 /,’," ’/I m3 ’,”__
[ - ] -
\ ___,’ . —_—f‘
Se deduce entonces que el CM de un sistema de particulas siempre estara confinado por la
linea que une a las particulas periféricas.

. 2> .
Veamos ahora dos ejemplos de p_. = cte., por ausencia de fuerzas externas.

Ejemplo 72

Hallar el CM de tres particulas de 1 kg, 2kg, vy 5kg, respectivamente, distanciadas 3 m

las de menor masa, y 6 m las de 2 kg y 5 kg, formando entre las lineas que las unen un

triangulo rectangulo. Resolver el problema de dos maneras distintas, y verificar que el
resultado obtenido es el mismo:

a) aplicando las ecuaciones y,, = Xm.y /M vy
Xoy = 2m.x/M:; b)

utilizando el criterio de calcular el CM entre dos de ellas y con
esto hallar el que corresponde a las tres.
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Solucioén: y
m,= | kg
3m
:Zk :Sk
mZ g mm3 g >
oV >/ X
6m
a) Xyy = 2m.x /M =m.6m/(m+m+m) =5kg.6m/8kg = 3.750m
Yoo = 2m.y /M =m.3m/(m+m+m) = lkg.3m/8kg = 0.375m

b) Hallaremos primero el CM entre m, y m,:

Xy = =M. X /M =m.6m/(m+m) =5kg.6m/7kg = 42857 m

yCM(2—3):Zmi-yi/M =0m y
.M, =1kg
3 m \\\\\\ mz,3:7kg
\;}\
CM >~ \l’

2 X
> | C

> = \

CM (23) CM,,

Xeyazy = ZMuX /M = m, X,/ (M+m+m) = 7kg 42857 m/8kg =

= 3.750m

Yowazs = X m.. Y, I'M

m,.3m/(m+m+m) = 1 kg.3m/8kg = 0375m

Ejemplo 73

Dos particulas de masas m_y m, se atraen mutuamente, mientras avanzan por el espacio

libre. En distintas secuencias dibujar sus posiciones relativas al CM entre ambas, y un tramo
de la trayectoria de éste.

Solucioén:
KR, O
1 m
> > 1 m
T I © L G
..... P P P TS TR - . SO
M ?) trayectoria del CM om, O m, M
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Nada se dice en este enunciado sobre como es la fuerza de atraccion entre m, y m,.
Podria ser constante, proporcional a la posicién, proporcional a la distancia que las separa al
cuadrado, ... , por ejemplo. Como las masas son distintas, pero las fuerzas internas son
iguales en modulo por ser parte de un par accion-reaccion, las aceleraciones de las particulas
son distintas en cada caso. La ubicacion instantanea no tendria por qué ser la indicada en
cada secuencia, para cada particula. Sin embargo, la ubicacién del CM es como se indica, en
la recta que las une, y su movimiento no deja de ser rectilineo uniforme.

Es mds: hasta se podria dar el caso en que un resorte ideal (claro, si es ideal, se podria dar solo
a nivel teorico) fuese el enlace entre las particulas. Si estirdramos al resorte con las masas
enganchadas en sus extremos, y largaramos al sistema entre las estrellas, las particulas se
acercarian y alejarian una de otra indefinidamente, mientras su CM avanzaria con MRU .

Ejemplo 74

Un cuerpo de masa m, estd en reposo, mientras otro de masa m, se dirige a él, con
velocidad constante TJ>1 .y lo choca. Después del choque, m, queda en reposoy m, se
mueve con la velocidad que traia m, (este tema se desarrollard mejor mds adelante). Si la
experiencia se realiza sobre una mesa sin roce, calcular la velocidad del CM antes y después
del choque.

Solucién:
9
= >
> > 0,=0 v, =0 oM T >
u, CM Vew M v,
m, > I > 3 — —
Antes del choque Después del choque
> >
Vo, = 2m.v/M
9
Antes del choque: V., = m, TJ>1 [{m+m,)
Luego del choque: ViMf = mz.V>z /(m+m,)

Ahora, como veremos mas adelante, para que se de la situacién_glanteada en el enunciado el
. . . . >
choque debe ser eldstico y las masas iguales. Porlo que, si V,=0, y m = m,, resulta:

= cte.

Pero, ;qué sucede cuando si tienen influencia las fuerzas externas sobre el sistema?

>
Recordemos que X F_ = d([_):S)/dt . De manera que, ahora que sabemos que Biis

y cudl es el significado del CM , podemos escribir:

= M.v

CM

>
SF, = dp,)idt = d(M.V,)0dt = M. 3,

i Bajo la influencia de fuerzas externas, el CM se acelera !
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i Si las fuerzas externas se mantienen constantes mientras actuan, el CM se acelera con
aceleracion constante, por lo cual desarrolla un movimiento rectilineo uniformemente variado
(MRUV) !

Para ilustrar esto, imaginemos a_un par de masas puntuales unidas por una barra sin masa,
sobre las que actlia una fuerza ? aplicada sucesivamente en disti%tos puntos de ese sistema.
Por dltimo, quitemos la barra de unioén y veamos qué pasa con F aplicada sobre una de las

Masds.

c)

Se observa en a), b), y c¢) cémo la aceleracion %el sistema (es decir, la aceleracion del
centro de masas), bajo la accién de la misma fuerza F aplicada en distintos puntos, tiene la
misma direccion, el mismo sentido, y, naturalmente, la misma intensidad: a., = F/(m+ m,).
Para un mismo intervalo de tiempo At el desplazamiento del CM es el mismo, mientras que
los de las particulas varian, segun el caso. Y, de no existir la barra de union, sucederia lo
mismo:

Permanece 3
(en su lugar) E]_)i“’}‘(‘:,y[ _______ PEEN a/v
a,, = F/(m+m,)

O a, = F/m,

A nivel personal, vivimos las consecuencias de nuestra interaccion con el medio y la influencia
de las fuerzas externas acelerando nuestro CM , diariamente, sin darnos cuenta.

Cada ser humano puede considerarse como un sistema de particulas, en el que el CM se
encuentra aproximadamente a la altura del ombligo. Si saltamos es porque la fuerza externa
“piso” ejerce su influencia para que podamos elevar (acelerar hacia arriba) nuestro CM ; pero
ni bien nos despegamos del piso, la fuerza externa “peso” nos hace caer. Es el peso la causa
por la que los acrobatas o los que realizan saltos ornamentales solo puedan realizar
movimientos en torno de su “ombligo”, mientras éste, su CM , describe una parabola
como la que describiria cualquier particula sometida a la accién de la gravedad.

Un plato que se lanza al aire girando, sigue una trayectoria parabdlica. Si, pero, ;qué cosa del
plato?... Gira, por lo tanto cada particulita que lo compone tiene una trayectoria “enrulada”
respecto del piso. Cada particulita, menos el punto por donde pasa el eje alrededor del cual
gira el plato, y que es el CM del mismo. A este CM le pasa lo que al del sefior del parrafo
anterior: se acelera con E y describe una parabola bajo la accion de la Unica fuerza externa,
que es la del peso del plato.
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Ejemplo 75

Calcular la posicion del centro de masas del sistema Tierra-Luna considerando los siguientes
DATOS:
m. (masa de la Tierra) = 5.98 . 10“ kg ; m (masadelaluna) = 7.36. 10" kg

d., (distancia entre los centros de masas de la Tierra y de la Luna) = 3.84. 10°m
Solucién:
Dibujaremos fuera de escala, naturalmente, los cuerpos Tierra y Luna para fijar el CERO de

referencias en el centro de masas de la Tierra y observar graficamente donde se situa el CM,,
que estamos buscando:

9
XL

Xy = Z2mM. X /M = (m.x +m.0)/(m+m,)

X

= 736.107kg.3.84.10°m/736.10"kg +5.98.10°kg ~ 4668 km

CM

Quiere decir que, desde el centro de la Tierra, el centro de masas T-L se encuentra a menos del
radio de la Tierra. j El CM,, se encuentra en el interior de nuestro planeta !

En otra escala:

Es éste el punto que sigue una
trayectoria eliptica alrededor del
Sol, puesto que la fuerza gravitatoria de
esta estrella actua sobre el sistema Tierra-Luna
pasando su direcciéon por el centro de masas del
mismo. Mientras esto sucede, la Tierra y su satélite
natural giran unas doce veces por afio alrededor del
centro de masas que establecen; tantas veces como
vemos girar la Luna alrededor del planeta, con un
periodo de aproximadamente 29 dias.

Tierra

Las aguas de la Tierra son afectadas por la presencia de la Luna, la que produce las mareas
conocidas, dos veces por dia. En el tema Sistemas No Inerciales al final del capitulo de
CUERPO RIGIDO se explican las causas que originan este fendmeno.

Calcularemos ahora la ubicacién del centro de masas en cuerpos rigidos de distintos tamafios
y formas. Supondremos a estos cuerpos compuestos por particulas de dimensiones muy
pequefias, dm , por lo cual la “sumatoria” de esas particulitas se expresara a través de una
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integral: _r>CM _ Idm_?/_[dm
XCM:Idm.x/Idm yCM:Idm.y/Idm ZCM:Idm.z/Idm

A dm la definiremos como la minima cantidad homogénea de masa del cuerpo rigido. Vale
escribir, entonces: dm = 8. d(vol.) , enla que & es la densidad de la materia que compone
a dicho cuerpoy d(vol.) es su pequefio volumen - “diferencial de volumen” - . Es obvio que
esta densidad tiene sentido fisico hasta los niveles moleculares. Por debajo de ellos no tiene
sentido definirla, a pesar de que los cdlculos integrales suponen una dm infinitesimal.

Ejemplo 76

Calcular la ubicacién del CM de una varilla delgada y homogénea, considerando los
siguientes DATOS: longitud |, densidad &6, masa m, seccion S.

Solucién:
Es el caso de un ldpiz nuevo, sin afilar, por ejemplo. Sabemos intuitivamente que el CM estd

en su centro geométrico. Pero lo demostraremos, para lo cual tomaremos su delgadez para
suponerlo unidimensional y poder usar solo la expresion correspondiente a x,,, .

1€ L , S (seccién)
: dm :
| = Pl

0! X Crdx tX

Hallar el CM implica realizar sumatorias de los productos dm. x a lo largo de toda la
longitud | de la varilla, y el resultado dividirlo por la masa total de la misma, considerada
como una sumatoria (integral) de las “masitas™ dm :

L L
Xey :OJ.dm. X /OIdm

dm = 4. d(vol.) X d(vol.) = S. dx dm = 3. S. dx

( -

_ ( l l l
Xoy = J.dm.x/_[dm:IS.S.x.dx/IS.S.dx:[[XZ/Z]/[X]J = 2
0 0 0 0 0

El resultado obtenido es el esperado: el CM coincide con el centro geométrico, lo que justifica
el comportamiento del lapiz cuando lo lanzamos al aire girando.

Ahora, si la varilla delgada no tiene una densidad constante, sino, por ejemplo, variable de un
extremo a otro siguiendo la ley: & = §,. (1 +x/l) , se plantea la ecuacion de x., como en
el Ejemplo 76 y se integra teniendo en cuenta la dependencia de & con la posiciéon. Para
este caso el resultadoes : x., = 5/9 . (jVerificalo!) .
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Ejemplo 77

Calcular el CM de una varilla delgada semicircular, de densidad &, seccion S, vy longitud
igual a la mitad de una circunferencia de radio R .

Solucién:
Este es un caso en que hay que

calcular y,, y X, . por tratarse
de una figura en el plano. Si bien

dm se puede anticipar que, para los
«— ejes elegidos, seguro que x,, = O.
X
Xy = _[dm. X/Idm :IS. d(vol.). x/_[ 8. d(vol.) = _f . ds. S. x/_[S. ds.S =
+11/ 2 +11/ 2 -
= [ds.x/[ds =[R d0.x/[R.d® = [R d® R sen®/[R dO = 0
- 112 - 11/ 2 -
Yoy = jdm. y/jdm = j . d(vol.). y/ IS. d(vol.) = IS. ds. S. y/IS. ds.S =
+11/2 +11/ 2
= [ds.y/[ds=[Rdoy/[Rd0 =R dO.R cos®/[R dO = R 2/
- 1172 - 1172
Ejemplo 78

Hallar el CM de una chapa homogénea con forma de tridngulo rectangulo de catetos a y b,
densidad &,y espesor E.

Solucién:

Tratandose de una figura plana, desde ya que habrd que calcular las coordenadas del CM en
X y en y. Paraello hay que definir la “masita” dm y vincularla con las dimensiones
a y b del tridngulo:

X, = [dm.x/ [dm = [8. d(vol).x/ [8.d(vol) =

YA
24 = [8.h.deEx/ [8.h . dxE =
E
v Por semejanza de tridngulos:  h /a = (b-x)/b
dm
h =a(b-x)/b
hy{
- b b —
O —x—pe b X X, = J.[a. (b—x)/b].dx.x/J' [a.(b-x)/bl.dx = b3
dx 0 0 —
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Ya You = _[dm. y /_[dm = I 3. d(vol.). y/ I 8. d(vol.) =

a

- = [on dy.Ey/[oh, dyE

dm . o

l Por semejanza de tridngulos: h /b = (a-y)/a ‘D

dy 1= h =b.(a-y)/a
y] hx — d d
0 Y > Yeu :0_[ b.(b-y)/a)l.dy.y /Oj [b.(a-y)/a]l.dy = al3

Ejemplo 79
Hallarel CM de un cono macizo de masa m , altura H , y base circular de radio R.

Solucién:

Si la base es perpendicular al eje de simetria del cono, esta claro que el CM se encontrara
sobre la linea de este eje, por lo que, si elegimos a un sistema de coordenadas X, y, z, como

el que se indica en la figura, solo quedard por calcular z,, .

H H
Z.,, = Idm.z/ Jdm
0 0

dm = §.d(vol.) = §.11.r. dz

Por semejanza de triangulos: 1 = (R/H). z

H
Idm =m = d.vol. = 8. 11. R. H/3
0

_ H H
Z,, = Idm.z/ _[dm =
0 0

H
- IS.H.rz.dz.z / §. TL.REH/3 - 3/4H
0

[ Obsérvese que el CM del cono macizo se encuentraa 1/4 H de la base ]

Ejemplo 80

Hallar el CM de un cono hueco, abierto (“‘cucurucho”), de masa m, altura H , espesor E, vy
radio mayor R.

Solucién: y y
Z, = Idm.z/ _[dm
0 0
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dm = &.d(vol.) = 8. 211. 1. E. dz

Como en el ejemplo anterior: 1 = (R/H). z

z,, = 2/3H

i Obsérvese que el CM del cono hueco
seencuentraa 1/3H delabase !

IMPULSO Y VARIACION DE IMPETU LINEAL

Veamos ahora cémo es conveniente transformar la ley de Newton para resolver algunos
problemas en los que aparece la necesidad de conocer el cambio cuantitativo del impetu lineal
de una particula o de un sistema de particulas, bajo fuerzas cuya variacién con el tiempo no
siempre es conocida.

Tomemos una particula de masa m sobre la que acttia un conjunto de fuerzas.

9
La ecuacion X F = E = dﬁ/dt puede transformarse en: —R> dt = d[_)>.

. . i . ; . > > .
Sien el instante t, la particula tiene un impetu lineal p, , y llamamos p, al que adquiere en
t,, la anterior puede escribirse: t

[Ra - [@
t, P,

El altimo miembro es la variacion del impetu lineal, AB>, producida en el intervalo t, - t, . El

primero es la causa de esa variacion, y se lo llama impulso resultante,TR , de la/s fuerzals

actuante/s sobre la particula. ) A
2 2

> > > > > >
tIR.dt:]R:pdp:pz—pI:Ap
Sintéticamente: ]_>R: A_p> [J]=1[F].[t] = N.s

. . 2 . > .
Quiere decir que, como R es [a resultante o sumatoria de todas las fuerzas, |, es el impulso
de la resultante o el impulso resultante o suma de todos los impulsos:

> > > >
J;

9
=1 +1 + .. =21

.. . . . >
Esta es otra manera de expresar |a ley de conservacion del impetu lineal de la particula: p se
conserva si no existe sobre la misma un impulso neto de fuerzas (pueden existir impulsos,
pero su suma vectorial debe ser cero para que p se conserve).

.. . > > . . . .
La ecuacion vectorial J.=Ap implica las respectivas igualdades de componentes:

. = Ap, l, = Ap, I, = Ap,
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Ejemplo 81

. . 2 .
Entre los instantes t, =0 y t =1s seaplica una fuerza F a una particula m, de | kg de
masa, que en t =0 pasaba por el origen de un sistema de coordenadas con una velocidad

> : ., . .
v, . Para los datos que se dan a continuacion, calcular la velocidad de la particula para el
instante t=1s.

e >
F=(F=3N;F =15tN) vV, = (v, =10m/s; v, =0)
Solucién:

Durante | s la fuerza ? aplicd a m un impulso que modifico el impetu lineal de la particula:

]Fx:Apx ; ]Fy:Apy
o t t t
J, = [F .dt = [3.dt = 3.00Ns J, = JF dt=Jist dt =075Ns
0 0 0 0
Ap, = PP, = MV, -myv, =lkg.v, - Ikg.10m/s
Ap, = p,-P, = mv,-myv, =lkg.v -0

Igualando los impulsos con las variaciones de impetu lineal:

3.00 Ns = 1 kg.v, - I kg.10m/s } . = 13.00 m/s
0.75 Ns = lkg.v, v, = 075 m/s
Significado fisico:
v
y F ly /V)
> F.
> y st K (t=18) Y
Fx ,.-'l-wi N x
FX:3 N VO: ]O m/§"”"“,...- -00/\"/ v Fly
: ..-ﬁ... é é X :X
T,-0) T

Esto que le sucede a una particula le sucede a un sistema de particulas cuando sobre una
(o unas cuantas) de ellas actua alguna fuerza externa:

ZI?ext = Ee><t = d(gsls)/dt _ ﬁ dt = dgsis

> rd > > > > > >
tJ. ext dt =X Jext b J. dpsis = psisz_ psisl = Apm 2 Jext = JRext = Apsis
> >
Si 2], =0 = _p>sis = cte. (M.?/:M = cte.) o v, = cte)
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Ejemplo 82

Sobre el sistema de la figura, en reposo, compuesto por tres particulas unidas por barras muy
livianas, se aplican simultdneamente dos impulsos que actian durante un tiempo t. Calcular
la direccion, el sentido, y el médulo de la velocidad del CM del sistema, al cabo de esos

impulsos.
p 9 m mZ

A 4

Solucién:
0
> > > > > > > > >
Z ext = Apsis Z]ext = ]Rext = ]1 +]2 Apsis = psisf _P{si = M VCM
9
@ TR
- (direccién y sentido)
9
JRext >
> > ]z VCMf = ]Rext/ (ml + mz + m3)
J,

Con los datos del problema, podemos asegurar que esa serd la V>CM . Pero no podemos
asegurar cudl serd la posicion de las masas, ya que, como veremos, estos impulsos generan
una rotacion en torno del CM . Es la razén por la que, en esta dltima figura, no se nominan
las particulas.

Ejemplo 83

Dos nifios se desplazan horizontalmente sobre un piso nevado, con sendos trineos que
avanzan en la misma direccion, el mismo sentido y con la misma rapidez cuando pasan por
los puntos A y B, como indica la figura. Con la intencion de alcanzar al que marcha
adelante, el nifio de masa m, comienza a tirar bolas de nieve de masa m hacia atrds, con
una velocidad \_/>mM respecto de su trineo; y con la intencién de no dejarse alcanzar, el nifio
de adelante deja caer al suelo bolas de nieve de la misma masa m que caen verticalmente
respecto del trineo y del suelo.

Si los lanzamientos se realizan simultdneamente en esas condiciones con intervalos de 3 s ,
calcular a qué distancia se encontrardn uno de otro al cabo de tres segundos después de tirada
la tercer bola por cada uno. En el instante que lanzan su primera bola estin a 15 m ,
deslizandose sobre una nieve con la que los trineos tienen un coeficiente de roce .

@ m,
\

Al I5m (t=0) B
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DATOS:
m, =m, =40 kg m = 0.5 kg v ., =10m/s Vo =0 p=0.1
M, (trineo con las bolas de nieve) = 12 kg M, (trineo con las bolas de nieve) = 10 kg
En t=0, v,=4m/s =v,. Considérese, ademds, g = 10 m/s’ .
Solucién:
Sistema del trineo | : X
Primer lanzamiento C psis antes del lanz. = psis después del lanz.

M +m).v, = (M +m-m).v .+ mv_,

Vo=V, +Vv,=-10m/s+4m/s = -6m/s
Reemplazando valores: v, =1[52.4+(05.6)]/51.5 = 4.097 m/s
Con esta rapidez inicial el trineo | recorre durante 3 s : A, =V ,.t-Ya.t,
en donde el modulo de la aceleracion a, se calcula con: a =fr/(M+m-m) =g
Resulta: Ax, = 7.791 m - desplazamiento en los primeros 3 s -
Segundo lanzamiento psis antes del lanz. = psis después del lanz.
; M +m -m).v' . = (M+m-2m).v' + mv" .
vi =V, + V' =-10m/s+4.097 m/s = -5903 m/s

Reemplazando valores: v’ =[51.5.4.097+(0.5.5903)]/51 = 4.195 mls

Con este dato se calcula el desplazamiento durante los siguientes 3 s :

AX’

1

=v  .t-%a .t =2808m

Tercer lanzamlento g psis antes del lanz. - psis después del lanz.
M +m-2m).v:, = (M +m -3m).v " + mv’

1 1 mT!

v mTlZV

+ Vv, =-10m/s+4.195m/s = -5.805 m/s

mMI

Reemplazando valores: v ' =[51.4.195+(0.5.5.805)]/49.5 = 4.380 m/s

Con este dato se calcula el desplazamiento durante los siguientes 3 s :

AX,”" =V .t-Y%a.t=28642m

1

El desplazamiento total del trineo | durante 9 s es:

Ax_ ., = AX + A" +Ax"" = 7791 m+ 8.085m+8.642m = 24.518 m

total I
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Sistema del trineo 2 - +X

v

Primer lanzamiento

psis antes del lanz. psis después del lanz.

(M, +m,). v, = M, +m,-m).v',, + m.v__,
Vo=V, +v,=0+4m/s = 4m/s
Reemplazando valores: v ,=1[50.4-(05.4)]/49.5 = 40 m/s

Como era de esperarse, el trineo 2 no cambia su rapidez porque los lanzamientos de las bolas
de nieve son verticales y no hay impulsos con componente horizontal. Ver sistemas de masa
variable en las paginas siguientes.

Con esta rapidez inicial el trineo 2 recorre durante 3s: Ax,= v',,.t - Y2 a,.t' , en donde
el modulo de la aceleracion a, se calculacon: a, = fr,/(M,+m -m) = n. g

Resulta: AXx, = 7.5m

Pero dado que la aceleracion vy la velocidad son invariables, independientes de la masa, durante
cada intervalo de 3 s el trineo 2 se desplaza lo mismo:  Ax, = Ax,” = Ax,” .

Luego: AX ., = A +AX, +AX, " = 75m+75m+7.5m = 22.5m

total

Por lo tanto, al cabo de tres lanzamientos y 9 s la distancia entre los trineos se ha acortado
en:

24518m - 22.5m = 2.018m

FUERZAS IMPULSIVAS

Las fuerzas de muy corta duracion, de comportamiento indeterminado en este lapso, como las
que aparecen en los choques o en los golpes tipo trompada o paletazo o algo que cae al piso,
etc., se llaman fuerzas impulsivas. No se conoce como son esas fuerzas durante el corto
tiempo At en que actuan, pero si suelen conocerse sus efectos sobre los cuerpos.

Una representacion grafica de f=f (t) es, por lo tanto, imposible de realizar. Pero es Util
tener en cuenta que el drea encerrada por dicha curva representa al impulso, el que podria
lograrse también suponiendo que la fuerza se mantiene constante desde t=0 a t=At:

f (fuerza impulsiva) f
A A

v forma imaginada

fm

L D At e e

] =fm. At

ot
[ s
ot

v
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Se acostumbra llamar “fuerza media” ﬁn , a esta fuerza impulsiva constante que lograria el
mismo impulso que la real.

Las fuerzas impulsivas medias son generalmente muy intensas, por lo cual se suelen despreciar
los impulsos de las demas fuerzas en el intervalo en el que intervienen las impulsivas. Por
ejemplo, cuando un bate o una raqueta golpean una pelota, el diagrama aislado deberia
contemplar la_fuerza peso; sin embargo, solo se tiene en cuenta el impacto del bate, dada la
magnitud de ﬁn frente al peso de la pelota:

Ejemplo 84

Un cuerpo de masa m = 2 kg , se encuentra en reposo apoyado sobre una mesa con la que
tiene un coeficiente de roce u=0.25. r4

. . -2 F
En t=0 sele aplica una fuerza impulsiva F H
horizontal, como indica la figura, cuyo impulso
vale 3 Ns .

Calcular la velocidad con la que sale m inmediatamente después del golpe.
Solucién:

. . , >
Los impulsos actuantes simultdneamente con el de F, son:

Este diagrama equivale aproximadamente a:

> > , > . >
dado que ], y ], se cancelan, mientras que ], se desprecia frentea ], .

], =Ap = m.v = v=]/m=3Ns/2kg = 1.5 m/s

Ejemplo 85

Un golfista lanza una pelotita de golf a 160 m , en el plano horizontal. Se estima que el palo

. . } >
que golpea a la pelotita permanece en contacto con ella mientras ésta se desplaza AX , el
equivalente a su radio. Para los datos que se dan a continuacion, calcularla fm que aplica el
palo y el tiempo en que éste y la pelotita estuvieron en contacto.

DATOS: dngulo de lanzamiento: 0 =45° ; masa de la pelotita: m=45gr ; g=10m/s’
radio de la pelotita: R =2 cm
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Solucién:

e Alcance méx. = 160 m Si

De las ecuaciones correspondientes a tiro oblicuo (ver CINEMATICA ...) :

Alcance max. = 160m = (v, sen20)/g — v, = 40m/s

. > . .
La velocidad Vv, es la que adquiere la pelotita una vez despegada %el palo, y como
consecuencia de haber recibido una fuerza impulsiva media, fm , que le imprimid
un MRUV desde que estaba en reposo hasta que salié despedida, libre.

> > >
Vo fm=m.a_

m a_=v,'/2Ax = v/ 2R = 1600/0.04 = 40000 m/s’

b

AR fm = 1800 N ~ 183.6 Kgr

9
V
° j = &

m

V=0 —s l:Ap:m.v0—0:0.045kg.40m/s: |.8 Ns

Puede observarse en este ejemplo, cuantitativamente, qué quiere decir aquello de “apreciacion
del impulso”, calculando cudnto es el impulso del peso de la pelotita en el intervalo At :

J, = P.At = 0.045kg . 9.8 m/s*. 0.001 s = 0.000441 Ns

i Comparar este valorconelde 1.8 Ns, de] !

En la mayoria de los ejemplos precedentes aparecian impulsos sobre particulas en reposo. En
el caso de que un impulso aparezca sobre una particula en movimiento, destaquemos
que la direccion y el sentido del impulso fijan la direccion y el sentido de la variacion del
impetu lineal; no del impetu final. Asunto que se puede ver mejor si tratamos con fuerzas
impulsivas, como se ilustra a continuacion:
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TEOREMA TRABA|O-ENERGIA APLICADO A UN SISTEMA DE PARTICULAS

Supongamos que las particulas | y 2 , consideradas como sistema, describen lag trayectorias

gue ge muestran en la figura, bajo la accion de fuerzas externas  F, ?z ?3 ?4 ?5 e internas
f .
1227217 °

. trayectoria de la partlcula I ._....... x_f)

f 41,

'
2> .. o7
fZI o’ '.‘ ..'. ®ecccsee

trayectona de la particula 2

®eccee,,
e
A ]

ee! Yeoeec®
()

Las fuerzas externas varian a lo largo de las trayectorias, lo que justifica que éstas sean asi de
intrincadas y que las particulas no se_encuentren siempre a la misma distancia. El par de
fuerzas de atraccion entre ellas, %2 - ?ZI , Se encuentra en una direccion que no siempre es
perpendicular a las trayectorias de las particulas; incluso, si en alglin instante lo esta respecto
de la trayectoria de una de ellas, no tiene por qué estarlo respecto de la otra.

En resumen, es obvio que sobre cada particula la fuerza interna puede realizar trabajo, y que la
suma de los trabajos sobre las dos particulas no tiene por qué ser cero.

. 2 2> . . . .
Sicon Fe vy Fe, simbolizamos el conjunto de las fuerzas externas sobre las particulas 1y 2
respectivamente, puede escribirse:

+ WFel + Wﬂz = Ecﬂ - ECm para la particula |
W._ ., + W

Fe2 m = Ecp - Ec, para la particula 2

W, + W, + W, + W, = (Ec, +Ec;,) - (Ec,, + Ec,) para el sistema

WF ext Wf int ECsis f Ecsis i
Teorema Trabajo-Energia para un Sistema de Particulas: W, + W, = AEc
Ejemplo 86
Un carro ie masa M viene moviéndose a Mo [m 5
velocidad Vv, constante, hasta que, en t=0, M \Z
se deposita una masita m sobre uno de sus . . -_—

eXtremOS’ como  se apreCia en ]a ﬁgura %

(con v.=0 respecto de Tierra). Si existe un

coeficiente de roce n entre m y M (lo que frena al carro mientras m se desliza por su
superficie), calcular:

a) La distancia recorrida por m sobre el carro hasta detenerse sobre el carro.
b) La velocidad final del sistema.
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c) Las energias cinéticas inicial y final del sistema.
d) El trabajo de todas las fuerzas (internasy externas), y luego verificar el Teorema
Trabajo-Energia.

Solucién:

Desde Tierra :

a) d=x,-x, =[v,.t-%pgmM).t]-[%kupgt] (1)
v =gt : v, = V,- L g (mM).t
Cuando m se detiene sobre M : Vo=V, oo t=v/pg(l+m/M)]
Volviendoa (1): d=v//[2ug (I +mM)]
b) v=v =pungt=pngv/[png(l+mM)] v, = M.y, / (m+M)
c) Ec,, = M.V,
Ec,.. = 2 (m+M). v/ Ec,.; = Y2 (m+M).v, /(1 +m/M)

Las unicas fuerzas externas al sistema “m, M” son las debidas a los “pesos” y al “piso” sobre
el que se desplaza el carro; son fuerzas perpendiculares a la trayectoria de cada particula, por lo
que no generan trabajo. Quedan las fuerzas de roce sobre my M, que son internas; éstas,
en su conjunto, producirdn un trabajo negativo, dado que su accién es disipativa. Veamos
(siempre “desde Tierra”):

_ >
Trabajo de la fr sobre el bloque: w. = f. x = fr[hpgt]="%myv/ (I+mM)

frb

> (0>x)
Trabajo de la fr sobre el carro: W, =frx,="f[v,t- %ug (mM).t]
(0>x,)
= -m. v, (I+ % m/M)/ (I+ m/M)’
9
Trabajo total de fr: A = W, + W, =-%mv/(I+mM)

5
(alolargode “d”y (0 >x) (0>X,)
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[ = W, = - % m.voz/(l+m/M)]
(alolargo de “d")

Por otra parte: { Akc_. = Ec

sis sis f
—

-Ec,, . = e (m+ M)V (I+ mM)' - a M.y =

=MV - % Mv (m+M)]/(m+M) =
=-%MV. [ M-(m+M)]/(m+M)= - I/zm.voz/(l+m/M)]

i Se verifica ! : W, .. = AEc
Desde Carro (SNI) :
> ?( > _ | 2
v, . a_ Del MRUV d=v,.t+%a.t
(] ﬁ > vV =y +a.t
t X: (a.: modulo de la aceleracién respecto del carro)

a =-(F+fmM)/m=-[pg (MM).m+pmgl/m

0=v, +ta.t = t=v, /[pg(l+mM)]

d=v/'/[2pg (1+mM)]

Otra manera para resolver problemas, muy Util por lo simple, es utilizando los criterios de la
conservacion de magnitudes fisicas.

Se conserva el impetu lineal del sistema “m, M”, dado que no hay impulsos de fuerzas externas
sobre el mismo. Mejor dicho, el impulso neto de fuerzas externas es cero.

> > > > >
z]ext = Apsis =0 = p = Cte. = psisf = psisi = psisxf = psisxi

sis

P = (M+M). v, ; P = M.y, v, = M.y, /[ (m+ M)
0
Wtodas = %Fext—l—wl:int = WFint = Wfr = AEc = Ecsisf B Ecsisi
Viendo el “sistema”, directamente: W, =-frd=-pmgd
lgualandoa AEc = - %2 m.v,”/ ( 1+ m/M) , calculado anteriormente, queda:

d=v//[2ug (1+mM)]

Ejemplo 87

Un bloque de masa m se apoya sobre una cufia lisa
de masa M que se encuentra en reposo sobre una
superficie horizontal también lisa. Si m parte desde H M
la altura H, calcular su velocidad y la de la cufia en
el instante en que llega al suelo.
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Solucién:

Tomando a “m, M” como sistema, se ve que las Unicas fuerzas externas son las de los pesos
de m y M,y laque el piso ejerce sobre M (la llamaremos N ). Siendo éstas verticales, no
habra variacion en el impetu lineal del sistema en la direccién horizontal; durante el trayecto
de m sobre el plano inclinado, el CM del sistema descendera verticalmente.

i\\\ Q ‘ X > > Z]extx = Apsisx =0
E \C‘M y Z]ext = Apsis

\\1’\ Z]exty = Apsisy

""" Por otra parte, en este caso solo las fuerzas externas
pueden aportar variacién de energia cinética al sistema, dado que la fuerza de interagién entre
m y M no genera trabajo. Aunque, en realidad, tampoco generan trabajo I\Tg y N, porque
su desplazamiento es perpendicular a la trayectoria de M .

Con estas consideraciones, visto desde Tierra:

3 psisxi = O ; psisxf = m'VTx_M'V
DR
m.v,-M.V =0 (N
>
VT Wtodas = ng = AEcsis = Ecsisf B Ecsisi
W, =mgH ; Ak, =%mv +%LMV*-0
mgH = %mv+AMV" = am (v +v. )+ MV’ (2)

Las ecuaciones (1) y (2) contienen las incognitas V, v, .y vV, . pero son insuficientes.
Ahora, si tenemos en cuenta que la componente vertical de la velocidad de la masita respecto
de la cufia es la misma respecto de Tierra que respecto de la cufia, (porque ésta se desplaza
en un plano horizontal), entonces, agregando las consideraciones siguientes (adicion de
velocidades en x), se puede resolver el problema:

N 9
N v
\\ X = = V
\6[ velocidad de la Voo = Vi Voo = Vit
> “Ng > masita respecto
Ve T V. delacufia tg® = v v, = v /(v +V) (3)
Resulta: Vi= m.g H/[MJ2m + (MY2m). tg'0 + tg'0. M + tg0. m/2 + M/2 ]

Observa que V es grande si es grande m y chicas M y 6. Ahora, a partir de esta ecuacién
ydela (2), deduce cudnto vale v..

Ejemplo 88

Un conejo de masa m estd sentado en el extremo de una tabla de masa M y de longitud | .
La tabla estd apoyada en reposo sobre una superficie lisa. El conejo salta a lo largo de la tabla,
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formando un dngulo o con la horizontal. ;Qué rapidez inicial v, respecto de Tierra debe
tener el conejo para que al dar un salto se encuentre en el otro extremo de la tabla?

Solucioén:
y v 2
0 LR RN N} N O
| X m AoV 0
2 N =
> > 3
a M
— F===———
1
X % § |
< >, 1
X, = -u.t X. = v,.cosa.t
>
p,, = cte. == 0=myv,.cosa-Mu ==> u=myv,.cosa/M

De la figura, y por ser un MRU el del conejo en la direcciéon horizontal, vale la ecuacion:

x =v,.cosa.t=L1-ut (1)

C

Por otra parte, por ser un MRUV en el sentido vertical, se puede determinar t, tiempo
de “vuelo” del conejo, con la expresion:

0=v,.sena.t- %hgt

Ye

de donde:

ot
Il

(2.v,.sena)/g

Introduciendo t en (1), y despejando v_, se obtiene:

v, = (LM. g/[(M+m).sen 2] )"

COLISIONES

Definimos como colision o “choque” a la interaccion violenta entre particulas que se
encuentran, y que no significa precisamente que se “toquen” (dos imancitos que van al
encuentro con sus polos del mismo nombre, p. ej., pueden o no tocarse; pero al estar muy
proximos actua una fuerte fuerza que los detiene y luego repele).

En estas colisiones las fuerzas de interaccion entre las particulas del sistema son internas. El

choque generalmente se realiza en presencia de medios ambientes que influyen sobre este
sistema con fuerzas externas, que son despreciables por lo general frente a las internas.

" > >
Se puede escribir, entonces: 2, =0 p,, = cte.

Por ejemplo, en el choque de dos autos se desprecia la fuerza de roce con el pavimento
(fuerza externa), durante la colision, frente a las fuerzas que los deforman (internas). Este
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ejemplo plantea también una variacién de la energia cinética de las particulas colisionantes.
Pero, ... jesto es siempre asi? ...

;Qué sucede con la energia cinética del sistema en los choques?

Puede conservarse, puede disminuir, y hasta puede aumentar en el caso de las colisiones
“al revés” (casos explosivos, en que se parte un cuerpo tipo granada, por ejemplo).

= Ec__. +AQ (AQ=AEc )

sis i

Ec

sis f

En funcion del valor de AQ las colisiones se denominan asi:

Caso explosivo: AQ > 0 Ec,.. > Ec.
Colision elastica: AQ = 0 Ec,,. Ec,..
Colision inelastica: AQ < 0 Ec,., < Ec,

Si en la colision intervienen n  particulas, pueden escribirse las siguientes ecuaciones
independientes:

m.u, +m,.u, +m.u +. ..+m.u, =m.V +Mm. vV, +m. .V +..+m. .V,
M. U+ MU, + MUy 4+ MU= MLV + MV, MV o+ MV
M. U, +mM,. U, +m. u +. .. +m. U, =m.V_+m. VvV, +Mm. vV +.. +m. v,

AQ+Vam . u+%m.u'+. .+%m.u’=Yam.v'+%hm. v, +. . +%m. Vv’

Aplicacién a un choque unidimensional:

> > > >
m, u, m, O u, m, v, m, O v,
antes del choque después del choque
> > > > >
p,, = Cte. = m.u+ m.u, = m.vV,+ m,.V, (n
AQ+Ec, =Ec,, = AQ + Y%m.u'+%m.u’ =%m.v'+%m.v, (2

Lo que interesa conocer en estas colisiones es la velocidad de cada particula después del
choque, (T/>l y V>z), y la energia perdida por ambas, AQ . (Ganada, si fuese el caso, como
veremos). Se podria resolver el sistema de ecuaciones (1) y (2) si se conociese AQ , pero atin
asi seria complicado por la ecuacién cuadrética.

Para resolver el problema se define el coeficiente de restitucion r, que suele medirse con cierta
facilidad y permite plantear un par de ecuaciones mas sencillas.

[ - (Veloc. relativa “después” ) / (Veloc. relativa “antes”)]

Estd claro que 1 se vinculaa AQ (o AEcg ), por cuanto relaciona a velocidades relativas
que, naturalmente, varian en funciéon del cambio de energia cinética del sistema. Puede
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plantearse, entonces: m.u+ m.u =m.v+ m.v,
r.u, -r.u, = Vv, -V,
cuya solucion es:
v, = [(m-r.m)/(m+m)].u + [m.(I+1)/(m+m)] .u,

<
[l

[m.(l+r)/(m+m,)] . u

+

| [(m,-r.m)/(m +m,)].u,

Es facil determinar el valor de r en casos especiales. Por ejemplo, si las particulas quedan
adheridas luego del choque, su velocidad relativa es cero , y, de la definicion, surge que 1=0
en estos choques llamados “pldsticos”.  En cambio, si en la colision no se ha perdido
energia, choque al que se ha dado en llamar “elastico”, de las siguientes ecuaciones se deduce
que 1=1:

2 2 2 2

Yam.u +2m.u = am. v +m,.y, V,-v, = -(u,-u)
m.u+m,.u, = m.Vv +m,.yV, r=1

Ejemplo 89

En un juego de bolitas se puede observar que, ante un golpe certero, a veces la bolita que ha
sido lanzada golpea a la que estaba detenida y la reemplaza en su lugar, quedando quieta.
Justificar esto con las ecuaciones precedentes.

Solucién:

La situacién narrada se da cuando chocan eldsticamente dos bolitas de igual tamafio, de acero
o de vidrio:

m, l_J>l m, _ m, _ m, V>z
®— O u=0 ® Vv -0 O —p
antes del choque después del choque

Sim=m=m,y r=1:
0
[vl = [(m-Lm)/(m+m)lu + [m (I+ 1)/ (m+m)] £ =0 J
0
[m. (1+ 1)/ (m+m)] .u1+[(m—l.m)/(m+m)].)fz' = u,

<
[l

Ejemplo 90

En otro juego de bolitas se lanza una de acero contra otra de macilla, detenida, y de igual
masa. Calcular la velocidad con que salen las dos bolitas, en este chogue pldstico .

Solucién:

0
[(m-0.m)/(m+m)] .u +[m(1+0)/(m+m)] 4 = %u,
0

< <
o

[m. (1+0)/(m+m)] .u + [(m-0.m)/(m+m)]

Y2 u,
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Ejemplo 91

Si una bolita choca a otra detenida, de masa enormemente mayor a la que viene moviéndose,
calcular las velocidades de una y otra luego de este choque, supuesto eldstico.

Solucién:
-u

Q

v

Q

0
I [(_Imz)/(mz)] u1 + [mz(l—l'l)/(mz)])izvo
: [0.(1+ )/ (m)].u, + [m/(m)1] . A

El resultado es razonable, porque es como si m, chocara contra una pared, rebotando con la
rapidez que traia dado que no hubo pérdida de energia en la colision:

1

0

Q

\%

Q2

> >
T")1 v, ®-U o
M ——
ml ml
u,=0 v,~0

~

Es facil demostrar también que si en un choque eldstico m, >>m,, con m, inicialmente
detenida, la particula m, ni se da por enterada de la presencia de m,, y continta
practicamente con la velocidad que traia; por otro lado, la particula m, adquiere el doble de
la velocidad inicial de m, .

Ejemplo 92

Sobre un piso liso yace en el punto A , en reposo, un bloque de masa m . En un
determinado instante el bloque explota y se fracciona en dos partes de masas m, y m,. €El
trozo de masa m, sale despedido en direccion perpendicular a la pared, con la que choca en
B para luego retroceder por el mismo camino. El trozo de masa m, sale despedido en la
misma direccion, pero en sentido inverso, hacia la pared opuesta.

Si ambos trozos llegan simultdineamente al punto P, hallar la expresion de la relacion entre
m, y m, en funcion de los datos que se indican en la figura, en los casos:

a) El choque contra la pared es eldstico.
b) El choque contra la pared es ineldstico, con un valor del coeficiente r conocido.
- D :
d - !
m |
|
|
] [ ] [ )
B A P
Solucién:
+X
a) >
_ > >
L@
[ J [ J [
B A P
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Dado que r=1, lamasa m, recorre el camino D + d con la rapidez v, . En el mismo
tiempo, m, recorre la distancia D - d con la rapidez v, .

(D+d)/v, = (D-d)/v, (1)

Por otro lado, el impulso de las fuerzas externas durante la explosion es nulo. Se puede
escribir entonces:

gv = cte. = psis X (antes) = psis X (después)
sis = _
psis y (antes) psis y (después)
P, -0 _
sis x (antes) mz . V2 — rn1 . V1 ( 2 )
sis x (despuds) mz ' Vz - ml . Vl

Combinando (1) vy (2): m,/m, = (D+d)/(D-d)

Es conveniente analizar éste como todos los demds resultados que se obtienen en los
ejercicios de fisica. Aqui vemos: 1° ) Los dos miembros son adimensionales. Bien.
2°)Sid= 0, m/m =1y m => m . Bien, porque entonces ambas particulas
partirian desde el mismo punto B, con la misma masa y por lo tanto con la misma rapidez.
3°) Si d =D, a m, lequeda poco camino para recorrer hasta P, mientras que m, debe
recorrer practicamente 2D . Luego, debe ser m, >>m, para que v, <<v,

_l_
b) R 5 .
Vo<V, v, v,
[ [ ] [ ]
B A P
v =TV, El tiempo que invierte m, enllegara P es: (d/v)+(D/v,”). Eltiempo

que invierte m, es (D —d)/v,,y debe serigual que el de la otra particula para que ambas
puedan encontrarse simultineamente en P.

Combinando las ecuaciones se llega a : m,/m =[d+(D/r)]/(D-d)

[ Trata de hacer un analisis como el del inciso a) para ver como influye r en el resultado |

Desde el punto de vista de la conservacion de la energia cinética, vimos que la colision eldstica

es aquella en [a que la Ec, = cte. Pero, jcomo es la Ec, . enrelacion ala Ec, . enla
colisién pldstica (caso particular de choque ineldstico )?

Veamos:

Ec,,, = %2m.u'+ %m,.u

Ec,. = (m+m). v’ =% (m+m) [(m.u+m,.u)/(m+m)]’

Porotrolado: m,.u + m,.u, = m.v,+ m,.v, = (m+m,).v, dadoque: v,=v,=v

v=(m.u+m,.u,)/(m+m,)
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Combinando las ecuaciones anteriores:

AEc. = Ec

sis sis f

-Ec,, =- Y2 [m.mJ/(m+m)] (u-u) < 0 jseperdioEc!
En los choques ineldsticos o pldsticos se pierde energia por deformacion o calentamiento de
las particulas involucradas. Justamente lo contrario de lo que sucede en los casos explosivos,

que entregan energia: >
 ——

u
PP

O U O U

. .. . . >

Entre los carritos hay un resorte comprimido. El conjunto se mueve con velocidad d . Pero al
cortar el hilo que une a los carritos, se libera el resorte y se incrementa la energia de
movimiento del sistema como producto del trabajo de las fuerzas internas:

m.u+ m,.u, = M.V + m.V,

Pero: u = u,=u Sooou=(m.v,+ m.v)/(m+m,)
Entonces:  Ec,, = Y2 (m+m,). 0" = %2 (m+m).[(m.v+m,.v,)/(m+m)]
Ec,, = am.v' + Yam,. v/’

AEc. = Ec

sis sis f

-Ec,,. =% [m.mJ/(m+m)].(v,-v,) >0 i se gano Ec !

sis i

Relacion entre r y la pérdida o ganancia de energia - Caso general

AEc. = Ec

sis sis f

~Ec,, =Yem v+ Yam,.v, - am.u’. am,. u’ =

sis i

2

=¥m.(v'-u’) + % m.(v,-u,)

Desarrollando ahora (v, - v))* - (u,-u))’, como a’-b" = (a+b).(a-b), yteniendo en
cuenta que la ecuacion m . u, + m,.u, = m .V, + m,.v, se puede escribir como
m,.(v,-u) = -m,. (v,-u,), resulta:

om. (v -u)+ % m. (v, -u)) = Ve [mmy/ (m+m)] L [(v,- V) - (U, u)]

Ycomo r.(u,-u) = -(v,-v,), queda:

AEc, = Y2 [m,.m,/ (m+m)]. (u,-u)". (- 1)

sis

AEc_ ¢

SIS

[ <r<oo /‘ I > oo (desintegracion)

(explosivo) \

v

N

O<r<I (eldstico)

(ineldstico) ™y

(plastico)
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3

Con esto queda claro que conocer “r” implica el conocimiento de la pérdida o ganancia de
energia en estos casos de interaccién unidimensional de dos particulas. De manera que sélo
resta ver cobmo calcular a este coeficiente de restitucion.

Cdleulo de r

El coeficiente de restitucion r se da para distintos materiales. Se toma una bolilla de cierto
material y se la deja caer desde una altura h determinada, sobre un cuerpo de otro material (o
el mismo) apoyado sobre el suelo. Al impactar la bolilla sobre este cuerpo, es como si lo
hiciera contra uno de masa practicamente infinita (o, al menos, equivalente a la de la Tierra),
conloque u,=v,=0. De ladefinicién de r resulta, entonces:

r=-(v,-v)/(u-u)=-vluy

en la que u, y v, son, respectivamente, la rapidez de la particula que se deja caer, justo
antes, y justo después del impacto.

@™ (u=0) Si después del choque m, asciende h’
1 hasta detenerse, se deduce facilmente que
O_“F" u=(2gh)"” yquev=-2gh)".

h , Por lo que:

r=(h/h)"

Si h” =h, significa que se conservo la energia de m , y por lo tanto no hubo pérdidas de
energia (AQ=0); se trata de un choque eldstico en el que r=1. Si h" <h, r es
menor que | y el caso corresponde a un choque ineldstico en el que hubo pérdida de energia:
AEc, = AQ < 0. Obviamente, si al tocara m, apoyada sobre el suelo, se desencadena una
explosion, m, puede ser devuelta por encima de h, y en tal caso habria ganancia de energia
y 1 seria mayor que 1 .

Ahora, si el cuerpo de masa m, fuera una ldmina de hierro, por ejemplo, en vez de un taco o
bloque de hierro, ;qué pasaria? ;jCrees que el cuerpo de masa m, rebotaria hasta la misma
altura h™ 7 ...

Veamos a continuacion como se resuelven los casos en que los choques de dos particulas no
son unidimensionales.

Ejemplo 93

Una pelota de masa m , lanzada oblicuamente, choca contra un piso de la Tierra considerado
liso en esa zona (coeficiente de roce igual a cero). Calcular el angulo [, de “reflexion” de

la pelota en funcion del dngulo o de “incidencia” , para distintos pisos (distintos
coeficientes de restitucion).
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Tierra

Solucién:

Para estos casos de choques oblicuos, se define al coeficiente de restitucion como el cociente

entre las componentes verticales de las velocidades: 1 = -v, /u_, teniendo el signo “-" el
mismo significado que antes: que sea r siempre mayor que O .

El diagrama de cuerpo aislado correspondiente a m en el momento en que esta impactando
con el suelo, es:

> >
N N ,

dado que el impulso del piso es
~ mucho mayor que el del peso .

Ty +X

Luego, tomando el siguiente sistema de referencias:

e =m.v_-m.u
= AP {JN Y Mo = vV, = u
O=m.v, -m.u,

tgB, = vhv, =u v, =u J-ru) = (u u). (-1Ir) = (IINtgo,
Esta expresion es facil verificarla con un par de experiencias muy sencillas:

a) Sitiramos contra el suelo liso un huevo, se establece un choque pléstico (r = 0) porque se
rompe y no se despega del suelo; sus partes se desparraman, patinando y formando 90° con

a vertical. En la ecuacion obtenida vemos que tg 3, = o, con lo que B, = 11/2.

b) Si tiramos contra el suelo liso una pelotita de ping pong, se establece un choque
practicamente eldstico (r= 1) y vemos que la pelotita rebota con el mismo dngulo respecto de

la vertical con el que llega al suelo. En la ecuacion se obtiene tg B, =tg o, , con lo que

B, = o.

En cuanto a la variacion de energia cinética del sistema en este caso, la misma equivale a la
variacion de energia cinética solamente de la particula lanzada contra el suelo, dado que el
planeta no se altera:
_ — 2 2 2 2y 2 2
Akc, = AEc, = Yom v - Yam.u’ = Vam [(v, +Vv ) -(u +u )]

SIS

Como v, =u, (suponemos f . =0 en esteeemplo), y r = -v Ju_, resulta:

roce
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AEc, = Yam, . ulyz. (f - 1), que es equivalente a lo que se hubiese obtenido a partir de la
ecuacion  AEc, = Y2 [m,. m,/ (m+m,)] . (u,-u)". (- 1) vyaconocida, haciendo
m,>>m Yy u,=0.

Ejemplo 94

Una pelota de masa m , lanzada oblicuamente, choca contra un piso de la Tierra con el que
tiene un coeficiente de roce p . Calcular el dngulo B de “reflexion” de la pelota en funcion
del dngulo o, de “incidencia” , y de r (coeficiente de restitucion) , suponiendo que la
pelota patina durante el contacto y que por lo tanto la fuerza de roce vale uN .

Solucién:
Tomando el mismo sistema de referencias y los mismos simbolos utilizados en el

Ejemplo 93 , y suponiendo también despreciable el impulso de la fuerza peso durante la
interaccion, puede escribirse:

At At
Como |, = _[N. d vy | =- IMN. dt , resulta: ] /], = -p .
0 0

tgB, = v, /v, =[(J+mu )/ m]/[(Jy+mu )/m] =

= [ w+lu, /(v ,-u,) ]] / [ I+ [u,/(v,-u,) ]]

Combinando estas expresiones, y teniendo en cuenta que r = -vJu vy que
u, /v, = (1/r) tg o, (ver ejercicio anterior), se llega a:

tgB - (INtga=-p (1+1)/r

Ejemplo 95

Una bola de masa m, se encuentra V>l
detenida sobre una mesa. Otra bola de m, o ) m /‘/9'1
masa m, va a su encuentro y produce Q- -_-_-_QO-Z:---
un chogque no lineal, como muestra la figura. m, \?z
Plantear la ecuacion de conservacion del impetu v

lineal del sistema, y calcular con qué dngulo (0 ,+ 6,)
salen despedidas las bolas, si el choque es eldstico y las masas son iguales.

>
DATOS: m, ; m, ; 4, ;TJ>Z:O

Solucién:

Independientemente del pardmetro b, puede escribirse siempre:
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>
u=m

> > >
m,.d + m,.d, LV ML, (1
AQ + am.u’+ Yam.u' = Ym. v+ m,. v, (2)
m.u,+ m.u, =m.v,+ m.v, | m.u + m.u,=m.v +m.v,
En este caso particular, en que u,= 0, m;=m,, y AQ=0, se obtiene:
v,
) > > > !
de (1): a =v +V, >
> > u
. 2 2 2 e
de (2): u' = v +v, S\,
VZ

> : g ) > >
Como 0, es la hipotenusa de un tridngulo rectangulo de lados v, y v,, resulta:

0, + 6, = 11/2

Hemos visto cémo Unicamente los elementos externos a un sistema de particulas pueden
modificar el estado de equilibrio (reposo o MRU) de su centro de masas. Cabe preguntarse
entonces como un cohete tripulado puede desviarse de su trayectoria rectilinea, alejado de
planetas y estrellas, alejado de medios externos que le provean fuerzas externas.

Si consideramos como sistema a un cohete tripulado, el CM de este sistema compuesto por la
masa del cohete, los tripulantes, los alimentos, los combustibles, etc., no podra ser acelerado
por otras fuerzas que no sean externas a este conjunto; si el cohete con su contenido viaja con
MRU, parece que irremediablemente deberia continuar haciéndolo hasta toparse con planetas,
cometas o estrellas. Lo que se hace entonces es desprender parte del contenido (gases)
mediante fuerzas internas, con el objeto de lograr sobre el resto (parte til) una fuerza de
reaccion que lo acelere. Pero el CM del sistema (gases + parte Util) sigue sobre su trayectoria
rectilinea, con velocidad constante!

Lo mismo sucederia con alguien parado sobre un piso horizontal absolutamente liso. Existirian
sobre él fuerzas externas (peso y normal) pero no habria componente horizontal de estas
fuerzas externas que pueda acelerarlo. La persona estaria condenada a quedarse en el mismo
lugar, sin poder avanzar hacia la orilla de ese piso liso; tan solo podria brincar en el sentido
vertical, y hasta realizar con sus fuerzas internas todo tipo de contorsiones, logrando
tnicamente modificar la posicion de su CM (ubicado en la zona del ombligo) en la direccion
vertical. No le quedaria otro remedio a esta persona estancada que desprenderse de alguna
prenda, para avanzar en sentido contrario al lanzamiento de la misma.

Analicemos entonces, con un poco mas de detalles, estas cuestiones.

SISTEMAS DE MASAS VARIABLES

Imaginemos a un cohete de masa total M moviéndose en el espacio con velocidad constante
v (tomada respecto de alguna referencia espacial). En determinado momento se desprende de
este cohete una masita de gases dm , con velocidad \_/>1 respecto de la misma referencia.
Veamos qué fuerzas aceleran a la parte (til en esas condiciones, a partir de la variacién del
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impetu lineal.
7 =D Ped?
— v | dm —p
14_
En @ : Eisl = M3
En @: f)iisz:(M—dm).(?/>+dT/>)+dm.T/>1
{ @ = B, B = (M-dm). (T+d@)+dm.¥V - M.V
- M- dn V- dm &Y+ dm ¥ = M.d+ dm.V J
0
> . . > > >
en donde v es la velocidad relativa de los gases respecto del cohete: Vi=Vim Vv
Derivando respecto del tiempo: df):s/dt - M d:/>/dt . dm.?/dt

9
se obtiene la ecuacion:  F, = M. 3 + q. \_/>r
en la que q es el caudal de combustible consumido en la unidad de tiempo (q=dm/dt) vy
el producto q. v, tiene dimensiones de fuerza.

La aceleracion del cohete, a, estd sujeta, entonces, a las fuerzas externas que pudiesen existir
provenientes de planetas, etc., y a la fuerza originada por la expulsion de gases llamada
“fuerza de retropropulsion” o “fuerza de empuje” , cuyo moduloes q. v, :

> >
3 = (SF.+f )M

> >
( 2F - q. Vr ) / M = ext retro

ext

El cambio de signo en el término de la fuerza de retropropulsion se debe a que se estd
considerando la fuerza de los gases sobre el cohete, mientras gue en el desarrollo previo se
tuvo en cuenta la fuerza de empuje sobre dm ( ver sentido de V).

Por otra parte, la masa que pierde el cohete es la misma que la que ganan los gases, por
unidad de tiempo:

M A
| M =M - (Midt).t
0 \
; - - M) = + (dmidy
m 4
m = 0 + (dm/dt). t
_4;

0 t

De manera que:
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> > >
(2F_-q.V)/M = [ZF -(dm/dt).V]/M = [ZF_+ (dM/dt).V ]/ M

Ejemplo 96

Un cohete de masa inicial M, se eleva verticalmente desde la superficie del planeta Tierra,

eyectando un caudal q de gases con una velocidad relativa \_/>r constante. Trazar
cualitativamente las curvas a =f (t), M="f(t), f =1(t), v ="1(t), considerando

constante la aceleracion de la gravedad terrestre y tomando a t. como el instante en el que se
termina la eyeccion de los gases.

Solucién:

M=M-qt ; a=(CF_ +f

empuje)

IM = a=-(Mg)/M+(q.v)/ (M -q.t)

A pesar de que la fuerza de retropropulsion es constante, la aceleracion del cohete es

hiperbdlica, porque su masa no es constante. (Ver figuras I, 11,y 1lI).
9
v
T fempuje A
> + A
a
1 o f—
] :t
M . 0 tf
Mg M4
M, \ Il

\Z
=
3

fo . ‘
gases empuje 4 >
0 t t
d A |
Tierra .
/ i
v t ao E
a = dvldt . dev _ Oja_ dt ; - -
O g - it
\ t ¢
Jav =g dir [1@v)IM,-a.t)]dt va

Para un instante t cualquiera, la velocidad
del cohete vale:

v

v=v -gt+v.In[l/(I-qt/M)] ¢

El grifico horario de la velocidad es logaritmico mientras existe eyeccion de gases entre t =0

y t=t.. Eneseinstante el cohete de masa M_- m (fig. Il) tiene una rapidez v, y comienza
a moverse con MRUV (g=cte.; ver fig. V).

Como llamamos m al combustible perdido en el tiempo t. (fig.ll) , resulta t.=m/q y la
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velocidad en ese instante es:
vi=v,-gm/q+v.In[l/(l-m/M )]

El dltimo término en la expresion anterior indica que se puede lograr una elevadisima velocidad
al cabo de t. silamasa m de gases eyectados es del orden de M_. Esta es la razon por la
cual el 95% del peso inicial del cohete corresponde al combustible y por la que los tanques
de combustible que se van vaciando se desprenden para que la misma fuerza de empuje tenga
que acelerar una masa residual menor.

Por otra parte, también es conveniente expulsar los gases a la méaxima velocidad posible
(elevada v, ), por lo cual la idea es utilizar motores a propulsion i6nica que expulsan dtomos
cargados a velocidades préximas a la de la luz.

La necesidad de obtener grandes velocidades en coheteria es obvia si se tienen en cuenta los
objetivos humanos de poblar algin planeta o algtn satélite de uno de los planetas de nuestro
sistema solar, a mediano plazo. Y ni hablar si se nos ocurriera visitar otras estrellas.
(Recordar que la mas cercana, después del Sol , es la “Proxima Alfa Centauro” , a més de
4 afios-luz de distancia).

Ejemplo 97

Un cohete, que soltd amarras y ya comenzd a eyectar gases, por una razon técnica se ve
obligado a mantenerse suspendido en el aire en la rampa de lanzamiento, durante el tiempo t
(algunos segundos). Deducir como debe variar con el tiempo el caudal de gases, si éstos salen
expelidos siempre a la misma velocidad relativa al cohete.

Solucién:
M 3=0

9

+4A Mg
Mg = fempuj
? _ (M,-q.t).g = qv

gases empuije

q=(M,.g)/(v+gt)
Tierra

Se observa que el caudal debe disminuir instante a instante para lograr el efecto requerido, ya
que se necesita cada vez menos fuerza para sostener un cuerpo que va perdiendo masa.

Ejemplo 98

. . . . ., >
Un carro que contiene arena avanza en sentido horizontal bajo la accion de una fuerza F. El
carro tiene un orificio en su piso por el que se escurre arena a razén de q gr/s . Si en el

. . >
instante t =0 la masa total es M_ y el carro tiene una velocidad v_, calcular:
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a=f(t) y v=f(t) paraelcasoen que _E se
mantenga constante. F)
—
Solucién: .
Para cualquier instante t: a=FM=TF/(M-q.t).
t v

Por otra parte, de a = dv/dt — a.dt = dv — ja. dt = Idv

\ t t "

[dv=[1F/IM-q0].dt =- [ [F.[dM,-q.0)]/(M,-q.0)]. I/

’ t

v—vO:—(F/q).In[(Mo—q.t)] ba—
Pa— v:vo—(F/q).ln[(Mo—q.t)]/MO

Ejemplo 99

Por un plano inclinado desliza hacia abajo un depésito lleno de agua, segln se indica en la
. . PN . . >

figura. A través de un orificio sale agua a razon de q kg/s con velocidad v_ (constante)
relativa a la caja, y con direccion paralela al plano. La masa de la caja vacia es despreciable y

llena de agua es M_ .

Si el depésito inicia el desplazamiento a partir del —
reposo en t=0, determinar su aceleraciony
calcular durante cudnto tiempo se
movera con dicha aceleracion.

;Qué pasa después
de ese tiempo?

Solucién:
9
Aa/
9

f
empuje/
/ \ s
P. sen 6 > N
P.cos O a=gsenO - (v..q)/ (M -q.t)

Al cabo del tiempo t, (tiempo de vaciado) queda la caja vacia con sumasa M :

M=M-q.t, > t, = (M, -M)/q

A partir de t, la aceleracion es g. sen 0 .
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Hemos visto hasta aqui como la definicién de algunas ma_gnitudes fisicas era til para la
resolucién de problemas. Tal es el caso del impetu lineal p, por ejemplo. Pero veremos
ahora que se pueden definir otras magnitudes cuya conservacion, o no, es necesario tener en
cuenta para facilitar cdlculos que tienen que ver con particulas o con sistemas de particulas.

B i ) > .3
Sea una particula m con impetu lineal p, en la posicion r :

Se define como  impetu angular de una particula respecto de un punto “0” al producto
vectorial :

= “ ; . 2 .
en donde L’ es un “vector” perpendicular al plano formado por r’ vy 3 de modulo:
L =r1.p.sen0.

Para entender de donde surge la necesidad de definir esta nueva magnitud, presentaremos a la
causa que es capaz de modificar al impetu angular.

. 2 i .
Se define como momento de una fuerza f respecto de un punto “0” al producto vectorial :

9
en donde M’ es un “vector” perpgndlc_Flar (como sucede en todos los productos vectoriales)
al plano formado por los vectores 1" y f .

. > e .,
[ Las comillas se deben a que M’ y L° también se llaman pseudovectores ya que
sus sentidos dependen caprichosamente de una convencion ]

4
90
M f ‘/\\
(en la direccion z) I1/2

Suele tomarse al sentido de la figura como positivo; surge de la aplicacion de la
“Ley del Tirabuzon ”: la fuerza f tiende a girar alrededor de 0 en el plano y - x haciendo
avanzar al tirabuzoén en la direccion y el sentido de z . Por otra parte, si se “rebate” al vector
posicion sobre el vector fuerza, también se obtiene el sentido del vector M’,, aplicando la
misma ley:
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. > . . ,
El modulo del vector M, se obtiene haciendo: 1. f. sen a. . Obsérvese que r’. sen a
equivale a d , distancia tomada desde O a la recta de accion de la fuerza ? en la direccion
perpendicular a la misma:

11/2 1

Esto es importante a tener en cuenta porque justifica que ninguna fuerza genera momento
(o tendencia al giro) respecto a algin punto ubicado sobre su recta de accion.

Imaginemos ahora que sobre una particula actlan varias fuerzas variables, bajo las cuales la
particula describe_t)ma trayectoria curva. En el instante en que la particula pasa por A, posee
un impetu lineal p y la suma de las fuerzas que actian sobre ellaes R :

En este caso podemos escribir:

R = dpidt

M = TAR = T A dBldt) = di AB)/dt

%

X

La ultima igualdad surge de: d(?‘) /\B)ldt = (d_r>°/dt) A [_)> + ?% A (dg/dt) = ?/\ (dB/dt)
dado que: (d_r>°/dt) /\f)) = 0, porque d_r>°/dt - v VAMV =0

e B AU - S
Ahora, justificando la definicion " Ap = L°, finalmente resulta:

M. = dldt

R

Y aqui aparece la nueva ley de conservacion: si no hay momento de fuerzas (o si la suma
vectorial de los momentos es igual a 0), el impetu angular de la particula se conserva - la
derivada de una constante es cero -
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Habria que demostrar que:

> > > >

9
M, =M, + M+ M+ + M, s = f

=V
v
v
v

Pero esto es sencillo a partir de un diagrama de fuerzas y de un punto “0” cualquiera.

ilnténtalo!
También puedes demostrar que el momento de un “par” (o “cupla”) de fuerzas paralelas, de

igual modulo pero de distinto sentido, equivale al producto del médulo de una de ellas por la
distancia que las separa, cualquiera que sea el punto respecto del que se tome el momento:

A T
. :5\/ M, =fd; M, =fd; M, =fd; M, =fd
Be oC De
En cuanto a las unidades de medida de M y L, éstas surgen de sus definiciones:

M = [F].[d] = N.m L =[r.[m].[v] = kg . m’/s

> > )
M = f(l) ENUN SISTEMA DE PARTICULAS

Tomemos a las particulas 1,2 y 3 como “sistema” , y supongamos que sobre éste acttan
fuerzas externas que nominaremos con letras mayt]scg)]as, y que entre las particulas existen

fuerzas que llamaremos “internas” , representadas por f, .

9O 9O
Para cada particula vale: M", = dL'/dt

9
iy (donde “O” es un punto de referencia)
Luego:
! > > > >,
M, +M, . +M,, =dL /dt
> > > > >
F M,+M, +M , =dL,/dt
> > > >,
M,+M_ +M_  +M = dL/dt

Si sumamos miembro a miembro, solo quedan en el primer miembro los momentos de las
fuerzas externas, dado que los momentos de los pares accion-reaccion de las fuerzas internas
se anulan. Entonces:

9O 9O 9O 9O 9O 9O Si;o 9O
M, = dl/dt + dUjdt + diJdt = d(L° + L, +L°)/dt = dL°_/dt

La Ley de Conservacion del impetu Angular de un Sistema de Particulas se anuncia:

El impetu angular de un sistema de particulas se mantiene constante si la suma de los
momentos de las fuerzas que operan externamente sobre el sistema vale 0 .
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Naturalmente, los momentos y el impetu angular deben estar referidos al mismo
punto. Y los momentos que tienden a girar al sistema hacia un lado tienen todos
el mismo signo, positivo o negativo, segln la convencién adoptada.

Ejemplo 100

Una particula de masa m, estd sujeta a una varilla rigida de masa nula y longitud L , en
reposo, que puede oscilar libremente colgada

del techo. P

01\ roce nulo

Calcular la altura maxima alcanzada por este
péndulo, sila masa m, es golpeada en un choque

+m
. . 2
plastico por una particula de masa m, que avanza S
horizontalmente con velocidad v, . m, v, -
o— Ih
g > Tt
Solucién: v, =0

Si consideramos a las masas que chocan como puntuales, vemos que tanto un instante antes
como un instante después del choque el momento de las fuerzas externas respecto del
punto O es cero.

> IC > >
Sl ZM Fex = 0 ’ I— sis = cte. = L sis i = L sis f
IO
> > > 0 > 0
sisi l/\[_ii + I/\_>2i [ => L. =Lm.v.sen1/2
9
Py
—_—
0
g - > ? o
«: =LAp 1 => L., =L({m+m,). v.senT1/2
2> )
> P i
L m.v .sentt/2 = L. (m+m,). v.sen11/2 => v=v.m/(m+m)
Aplicando el teorema Trabajo — Energia, se obtiene:
Yo (m+m,).v: = (m+m,). g h h = [m,/(m+m).v’/ 2g
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Experiencias sencillas

*  Puedes comprobar aproximadamente la veracidad de Kis: cte. con una experiencia
“explosiva”, como la del ejemplo de la pdgina 169 . Si consigues dos autitos iguales,
del mismo peso (igual masa), el CM del conjunto, incluyendo al resorte comprimido
ubicado entre ambos, estd quieto, en el medio, cuando el sistema se encuentra en

> . . . . )
reposo (p..=0). Ahora, si cortas con el fuego de un fosforo al hilo que los unia, veras

sis

que los autitos avanzan prdcticamente el mismo trecho, uno en un sentido y el otro en
. > .

sentido opuesto: v, =v, .. m.v,=m.v,, conloque p =0, igual que antes

(se conservd); la velocidad del CM siguié siendo O porque no hubo fuerzas

horizontales externas que lo aceleraran.

Si ahora cargas a un autito de manera que su peso sea el doble al del otro, m = 2m,,
por ejemplo, verds que, aproximadamente, v, = 2 v,, por la diferencia de avances entre

ambos. Se cumple nuevamente: m,.v,=m,.v,. Luego,

>

sis

=0, igual que antes.

*  En cuanto a choques unidimensionales practicamente eldsticos entre dos particulas,
se pueden verificar experimentalmente (con muy buena aproximacién) las ecuaciones de
la pdgina 146 usando bolitas de acero, de aluminio, de cobre ...

Apoyadndolas sobre un riel de aluminio horizontal, de manera que podamos asegurarnos
el choque en una dimensioén, apreciaremos como la mas liviana rebota hacia atrds si

vista de
atras

choca contra la mas pesada, detenida, mientras que la que estaba en reposo arranca con
baja velocidad. Invirtiendo la situacién, si la que avanza es la pesada y estd detenida la
liviana, es ésta Gltima la que se apura hacia adelante mientras que la pesada sigue en el
mismo sentido, a menor velocidad.

*  las bolas de billar son eldsticas. Si con el palo golpeas a una de ellas justo en su
centro (para evitar que salga “con efecto”) con la intencion de que golpee a otra
detenida, puedes observar en la mesa de billar que después de la colision salen més o
menos a 90°. Marca en la mesa el punto en el que chocan y los puntos en donde luego
tocan las respectivas bandas.

*  En cuanto a masa variable, desde nifio vienes practicando algo de “coheteria”. Si
inflas un globo y sostienes su boca cerrada delante de tu cara, para luego soltarlo, el
globo sale despedido hacia adelante a la vez que sientes sobre tu rostro el aire que
expele. Es accion y reaccion: dos fuerzas de la misma magnitud, igual direccion y
sentido contrario; dos fuerzas que actian, naturalmente sobre distintos cuerpos: globo
sobre el aire que contenia y aire sobre el globo.

Pero no agotes la experiencia en soltar el globo. Trata de colocarle un anillito muy
liviano (fabricado con hilo, por ejemplo) de manera que al soltar el aire del globo se vea
obligado a salir por una boca mas pequefia. Hazlo y observa si la velocidad con la que
sale el “cohete” - globo es la misma que cuando lo sueltas sin el anillito. Piensa qué
sucede.
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CUERPO RIiGIDO

Se llama Cuerpo Rigido (CR) a un cuerpo que no se deforma bajo la accién de fuerzas a las
que esta sometido, cualquiera sea la intensidad de las mismas. El CR se considera como un
sistema compuesto por infinidad de particulas infinitamente pequefas, en el que, bajo fuerzas
externas, se mantienen invariables las distancias entre sus partes.

Desde ya, esto es una idealizacion, puesto que no existe cuerpo alguno con estas
caracteristicas. Si bien muchisimos objetos se comportan practicamente como cuerpos rigidos

cuando estan sometidos a fuerzas dentro de un determinado rango de valores.

Y puesto que se trata de un sistema de particulas, valen las ecuaciones:

9O 9O 9O 9
XM, = 2M = dLi/dt 2F,. = dp/dt
donde “0” esun punto por el que pasa un eje fijo en un Sistema Inercial ( 3 es el
impetu Lineal del Sist CR:
mpetu Lineal del Sistema 3 - m.\_iM - masa del CR

Los objetos ocupan un espacio tridimensional. Pero para simplificar el estudio, comenzaremos
analizando el movimiento de cuerpos rigidos chatos (que llamaremos también “chapas™) en el
plano.

TRASLACION PURA

Se llama asi al movimiento en el cual todos los puntos, en un instante dado, tienen la misma
velocidad respecto del mismo Sistema de Referencias. El cuerpo no necesariamente tiene que
estar moviéndose sobre una recta, como ilustran las siguientes figuras:

Ya

1 |2 é?‘
> JroAy
ENENS 4?

Entonces: siel CR se mueve manteniendo su orientacion, sin rotar, decimos que se traslada.

Si en algln instante se conoce la aceleracion y la velocidad de un punto del CR que se
traslada, automaticamente se conocen la aceleracion y la velocidad de cualquier otro punto.

Ejemplo 101

gobre la chapa de la figura, en reposo, se aplica la fuerza

F, constante, en su Centro de Masas. Hallar la

velocidad del punto A al cabo del

tiempo t de accion de F. A

-
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Solucién: .
?AZ?CMZ-F)/m F)
A 3
?A:?CM:?CM't:?-t/m \?A W

Mas adelante veremos por qué la direccion de ? debe pasar porel CM para que suceda que
> > > - .
V., = V, = V, = ..., (siel cuerpo no venia rotando).

ROTACION DE UN CUERPQ RIGIDO ALREDEDOR DE UN EJE FIJO EN UN S.1.

Tomemos un cuerpo de masa m en el plano de este papel, y supongamos que puede
moverse libremente alrededor de un eje perpendicular al papel, que pasa por el punto O.
Apliquemos ahora en el punto A una fugrza f,
coplanar, y calculemos el momento de ?y el
impetu angular de m respecto de O.

eje fijo O

[¢]

> > >
M.=r1 Af

=> M, =1fd

9
En cuanto al impetu angular L, éste resulta ser el impetu angular de un sistema de particulas
de masitas m. que componen al CR . Las masitas giran alrededor de O con la misma

velocidad angular ® , aunque con distintas velocidades tangenciales por no estar ubicadas a la
misma distancia respecto del eje que pasa por O.

> 2 > >
I"=2L,=2(r,Ap)
> > > e
MOf N eje fijo O
= .
Por ser todos los vectores L', perpendiculares al plano
del cuerpo rigido m (perpendiculares a este papel), vale:
L' =X =Xr.p.sentl/2 = Xr,.p, =
=Xr.m.v=xXr,.m.(or)=ox[m. ()] .- > = oI

Ala sumatoria > [m . (roi )’] le damos una identidad vy la llamamos I° . Si observamos bien
la figura y analizamos esta expresion, veremos que estamos refiriéndonos a cémo estd
distribuida la masa en torno de “O”. Y entonces, si esta distribucion se vincula al impetu
angular y éste se modifica con fuerzas (con momento de fuerzas), resulta que hace falta una
elevada accion de estas fuerzas para lograr cierto impetu angular de un CR cuya distribucién
de masas es tal que I° sea elevado: XM’ = dL’/dt = d(wl°)/dt .

. o] . . . I I
En otras palabras, cuanto mds grande sea | (mds alejada la masa del eje que pasa por “O"),

. “ ”» ;s Tt o
mds nos va a “costar” acelerar al cuerpo rigido en torno de “O” . Poresoa | selo llama
“momento de inercia” , asociando ideas con el Principio de Inercia, de Newton.
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La unidad de medida del momento de inerciaes:  [I] = [m]. [x]" = kg.m’, enel S.1.

Estd claro que el “momento de inercia” es una magnitud escalar, muy distinta a la magnitud
vectorial “momento de una fuerza” .

Veamos ahora como se calcula el impetu angular de mas de un CR , o, en todo caso, de un
CR conformado por dos masas puntuales unidas por una barra rigida de masa despreciable,
girando el conjunto en torno de un eje E perpendicular a la barra:

G
= L+ L

=Y. m+ () m)] e =Fo ]

; Y qué relacion existe entre el impetu angular de un cuerpo rigido de masa m relativo a un
eje E cualquiera y el impetu angular del mismo CR relativo al eje paralelo que pasa por el
CM , aunadistancia d ? (Ver “Steiner” mas adelante.).

L=lFo=("+md)eo=1"o+md o=L"+dmv,

Se puede demostrar que la ecuacion escalar anterior es un caso particular. La ecuacion general,
inclusive cuando el eje E se traslada con velocidad constante, es vectorial:

> > >
E M >
L' =L" +r,, Amv,

> >
enla que [ sellama spin, vy el término 1, Am.V,, esel impetu angular orbital

Siun CR gira sobre si mismo v se traslada, vale la anterior.
Por ejemplo, en el caso de la figura hay un spin

®
saliente al papel, y un impetu angular ‘r%CM 1 _> ?CM
orbital entrante al papel. Se deben E .
el

sumar vectorialmente.

CALCULOS DE MOMENTOS DE INERCIA
Ejemplo 102

Calcular el momento de inercia del siguiente cuerpo rigido compuesto por las masas m, , m,
y m, unidas por una barra sin masa, respecto del eje E .

6
S
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Solucién:

Obsérvese que, por definicion, el momento de inercia es siempre positivo (depende de x*) .
Por lo tanto no importa como se encuentren las masas respecto del eje E ; simplemente se
suman los productos m. x” :

E 2 2 2
F=m.d +m,.d + m,.d,

Ejemplo 103

Calcular el momento de inercia de una varilla homogénea, delgada, respecto de un eje que
pasa perpendicularmente a la misma por: a) uno de sus extremos (A) ; b) su CM (ubicado
en el centro geométrico). La varilla tiene una masa m , una seccién E, una densidad & y
una longitud L.

Solucién:
| L |
: X : p X |
A!. ol [ I dm = d(vol). 5 = dx. E. &
; CM | dm
2 2 -
a) 1* = jdm.xz = jdx. E8.x = E&.[U3] = (&8 1).03=mU3
L ; ]
_ l /2 -
b) = 2[dm.x = 2 [dx E.8.%¢ = 2BE.8. (U2) = m. /12
I 0 ]
Ejemplo 104

Calcular el momento de inercia de un cilindro hueco de masa m , longitud |, densidad & y
radios r, y r,, respecto del eje de simetria del cilindro.

Solucién:

Aqui se tomard como dm a una masita con forma de rollo de “pelicula” (cilindro concéntrico
con el que analizamos) de pared dr. Esto es porque entonces sélo habrd que “sumar” los
productos dm. r’ de las otras infinitas peliculas también concéntricas, como se sefiala en la
figura siguiente:

(eje de simetria)
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IF = J.dm. r= I 3. d(vol). r* = I S.2.1Lrldr.r = 2.1 L& [r'/4 =

=@ L8).(rn -t /2 =@ L8). () -r)). (S +1)/2 = Yam. (1) +1)

Siel cilindro es macizo (r,=0), y llamamos R al radio, resulta: I = om R’

Siel cilindro es hueco (1, =r1,=R), resulta: F= mR

2

Una polea por la cual pasa alguna soga serd considerada en lo que sigue como un cilindro
chato, macizo, despreciando el aporte que hubiera hecho al momento de inercia el material
faltante de la canaleta. Por otra parte, un anillo o un aro pueden tomarse como cilindros
huecos porque, como puede apreciarse en el resultado obtenido, los momentos de inercia de
los cilindros macizo y hueco no dependen de los tamafios de los objetos, sino de cémo esta
distribuida la masa del cuerpo en torno al eje respecto del cual gira.

Ejemplo 105

Calcular el momento de inercia de una esfera maciza de masa
my radio R respecto de uno de los ejes que pasa por su CM.

Solucién:

Imaginaremos a la esfera compuesta por delgadas rodajas

cilindricas dm , de espesor dx y radio r variable desde 0 a R.
El momento de inercia de cada rodaja respecto al eje E que
pasa perpendicularmente por su centro geométrico es: dlf= Y dm. r’.

+R +R +R +R
IF = _[dIE = J"/z dm.r* = 2. I % 8. d(vol). T = 2. I BOILr.dx.r =
-R -R 0 0
+R +R
= 1.8, [(R'-x). (R-x). dx = 1.8, [(R'- 2RX+X). dx =
0 0
= IL 8. [R-(2B)R+(I1/5R] = (8/15) 1. 8. R’

Considerando que el volumen de la esfera es 4/3 T1. R’ , resulta: F=1% = 2/5m. R’
Ejemplo 106 |
N - T

Calcular el momento de inercia de una esfera hueca de masa ds:z ______ <= dm

m, radio R y espesor A, respecto de uno de los ejes que 7 vy - RS

pasa por su centro de masas. L __d_O_’_(:ii_\\*L___e_‘_\ ______
CM |

Solucién: X

Imaginaremos a la esfera compuesta por delgados aros de masa
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dm , espesor A, ancho ds y radio r, variable desde 0 a R. El momento de inercia de
cada aro respecto al eje que pasa perpendicularmente por su centro es:  dI' = dm. r
(véase el ejemplo del cilindro hueco).

IF = _[dIE = Idm.r = _[6. d(vol). I = IZ. S.ILr. A ds.r =

I1/2 I1/2 I1/2

=2.[1.8.2r.A R d0.F = 4 1.5 AR [r.dd = 4.11.5 AR [R.cos’0.df =
0 ds 0 0
11/2 11/2
= 4.11.8. A. R _[cosze. cos0.dd = 4.11.8. A. R". j(l -sen’@). d(sen 0) =
0 0

112 I1/2
— 4.5 AR [[sene] ~ [sen’® /3] ] C AL AR [1-(13)]
0 0

Considerando que la superficie de la esfera es 4 I1. R, resulta: F=1" = 23m. R’

Ejemplo 107

Calcular el momento de inercia de un cono macizo de masa m vy altura H respecto de su eje
de simetria (pasa por el vértice, y es perpendicular a la base circular de radio R ).

Solucién:

Tendremos en cuenta que:  1/z = R/H ; volumen del cono = 1. R*. H/3 .

H H H
> = jdlz = '[dm. rr2 = IS.H. rr.dz.r'/2 =
0 0

0

H H
= (8. H/Z).Ir“.dz = (a.n/z).j(z. R/H). dz =
0 0

H

(B.1/2) RH [ 2. dz = [(3. IR IH']. H'I S

0

Ejemplo 108

Calcular el momento de inercia de una moneda (cilindro chato) de masa m , radio R vy
espesor E respecto de uno de los ejes contenidos en su plano, que pasa por su CM .
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Solucién:

En primera instancia calcularemos este momento de inercia suponiendo al cilindro chato
compuesto por infinitas varillas delgadas de espesor E 'y longitud variable entre 0 y R .
A continuaciéon resolveremos el mismo caso en forma mucho mds sencilla aplicando un
teorema que se demostrara previamente.

P= Jdr = 2. [dm. @Rz = 23 [ dm. ¢ =

23 IS. 2.r.Edy. r

r=R.cosO® ; y=R.sen® = dy = R.cos0.do

I1/2

" = 4/38. E._[(R. cos 0)’. dy = 4/38. E. R Icos"e. de =

0

= 4/3 8. E.R". (311/16) =

TEOREMA DE LA FIGURA PLANA

Sea un cuerpo rigido con forma de chapa o
figura plana. Sise toman los ejes x e y
perpendiculares entre si en el plano de la
figura, se demuestra que: I'+l" =T,
en donde z es un eje perpendicular a
dicho plano.

Demostracion:

Si m.es una particulita del CR, resulta:

IX: Z]’]’]i.yi2 Iy: Z:]’]’]i_xi2

X

=YXm.ri=YXm.(x'+y)=2Xm.x"+ Xm.y =1 +1

z

Ejemplo 109

Teniendo en cuenta el Teorema de la Figura Plana, calcular el momento de inercia de una
moneda respecto de un eje coplanar con la misma que pasa por su CM , y comparar el
resultado con el del Ejemplo 108 .

\ | ejey
Solucién: : -
eje X
Si x e y son ejes coplanares,y z esun eje - -
perpendicular, valen las ecuaciones:
ejéZ
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F=1P+1" ; FF=%mR (cilindro macizo chato - paginal 66 -)
Por simetria: F=1r F=2r=2r
Entonces: “m R =21 =21 — “mR =1 =1

Esto significa que, curiosamente, “cuesta” mds acelerar a un cilindro chato alrededor de un eje
perpendicular al mismo que alrededor de un eje contenido en su plano (cuesta el doble).
Aungue esto sea dificil de comprobar en la practica con la tapa de una olla, por ejemplo,
apoyada sobre una mesa: el aire circundante ofrece una resistencia mas grande cuando la
rotacion es alrededor de un eje coplanar (tapa de olla apoyada verticalmente sobre la mesa)
que cuando lo es respecto de un eje perpendicular al plano de la tapa.

Ejemplo 110

Calcular el momento de inercia de un prisma chato de masa m vy dimensiones a , b vy
espesor E respecto de distintos ejes que pasan por su centro de masas.

Solucién : , ejey
eje Z I l
. . . N
Si tomamos a los ejes x e y en el plano del prisma, y al .. ﬁ: dy
eje z perpendicular al mismo, es evidente que el momento N [dm: y
de inercia respecto de x tendrd, por simetria, la misma eje X |
expresion que el momento de inercia respecto del eje y . CMT\
Si calculamos 1" o I”, utilizando el teorema de la figura b N
plana resulta sencillo obtener 1°. | RN
b/2 b/2 bi2 — -
F=2dlf= 2 |dmY = 2. |aEddy.y =
far- ] |
bi2
=2akbkd (y3) =2akdébl24 .. [ = m.b712 " = m.a"l12

F=T+01 = mb/i2+mal/l2 = m(a+b")/I12

Ejemplo 111

Calcular el momento de inercia de un ladrillo de masa m vy dimensiones a, b y ¢,
respecto del eje z, perpendicular a la cara mds grande, que pasa por su centro de masas.

Solucién:

Tomaremos como dm a un prisma chato de l
dimensiones a, b, dz.
dz

b
F=[dr=]dm @+b)12 = [ a.b.8 dz. @+b)12 = m. (a+b)/12
0 0 0
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TEOREMA DE STEINER

“ Entre el momento de inercia de un CR respecto de un eje que pasa por su CM v el
momento de inercia de ese cuerpo respecto de otro eje, paralelo al anterior y que pasa por un
punto E, existe la siguiente relacion:  I° =1""+ m. d* enlaque m esla masa del cuerpo
rigidoy d la distancia entre los ejes mencionados ”.

. N\
Visto desde arriba

Demostracion: Ya

eje CM

Los ejes x e y estdn en el plano del cuerpo rigido, y son perpendiculares a los ejes CM y E .
R = (d-x)+y
di* = dm. r [V = Idm. r
df = dm. R = dm.[(d-x)+y' ] = dm. (d+x-2.d.x)+dm. Y’
IF = jdm. d + '[dm. (X+Y) - 2. dJ.x. dm =
= dz.jdm + _[dm.rz - 2.d.(Ix.dm) =d'm+ 1" - 2.d (x,.m)

Como por construccion del sistema de referencias la posicién del centro de masas es CERO, el
ultimo término de la ecuacion anterior vale 0. Queda:

F= 1"+ md

De lo que se deduce que el minimo momento de inercia es respecto del eje que pasa por el
CM . Es respecto de este eje que “cuesta” menos acelerar al cuerpo rigido.

Ejemplo 112

Teniendo en cuenta el Teorema de Steiner, calcular el momento de inercia de una varilla
homogénea, delgada, respecto de un eje que pasa por su CM . La varilla tiene una masa m ,
una densidad &, una longitud | y una seccién E .

Solucién:

Si A es un punto del extremo de la varilla, hemos visto que el momento de inercia respecto
. A
de un eje que pasa por ese punto, es: 1" = m. /3.

= 1*"-m U2 = m U3 -mU4 = m /12

(Este resultado coincide con el del inciso b) del Ejemplo 103 )
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Volviendo a la relacion entre el impetu_)angular;/ la suma de los momentos de las fuerzas
actuantes sobre un cuerpo rigido: XM’ = dLC’/dt . si el cuerpo rigido es plano y gira
alrededor de un eje fijo “O” perpendicular al mismo, los vectores XM’ y L’ son del mismo
sentido y de igual direccion al eje. Por lo tanto la ecuacion vectorial puede escribirse como
ecuacion escalar XM’ = dL’/dt , de la que se deduce:

YM® = dldt = d(I”. @)/dt = 1. d(w)/dt = M = I a

Si bien los momentos, la velocidad angular y la aceleracion angular son vectores
perpendiculares al plano del cuerpo rigido que gira, se indicard en lo sucesivo con una flecha
curva el sentido positivo de los mismos. Si el CR se acelera en el sentido indicado por la
referencia, el momento resultante y cada uno de los momentos que tengan ese sentido
tendran el mismo signo que o .

Ejemplo 113
Una polea de masa m yradio R, que puede girar libremente alrededor de un eje E liso y fijo,
perpendicular a su plano y que pasa por su CM , tiene enrollada una soga de la que pende una

particula de masa m, . Calcular la aceleracién angular de la polea y la fuerza que el eje realiza
sobre la misma.

Solucién: & | +x
+ Y

»

9
V 4
> >
m. R rr_1>g+T+V+Fl>—m?CM—O
/ > H=0 T+mg-V=0
H
o = <
M =10 = +T.R=1" «a
'I?VK
> ~g a=aR [ = om. R’
T A v mg . .
[m] { mg-T=m.a=m.oaR
A 4 mélg
Combinando estas ecuaciones se llega a:
a=m.g/[R(m+m/2)] V=(3m.m+m’).g/(2m +m)

Ejemplo 114

La polea de masa m vy radio R de una maquina de Atwood tiene enrollada una soga de
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cuyos extremos penden dos masas: m, y m,. Si m > m,, y la soga no patina sobre la
polea ni existe roce en el eje E, calcular la aceleracién de las masas.

Solucién: X
V)u K
Ty
m, R +
Ve / 2 (T-T)R=1" o
VR i R . o .
a=aq ; = Yam.
-I?l"\\ Tz
> >
Tt 2 3#h
mg -T,+m.g=-m,.a
m|| % m
mfg m.g-T = m.a
9
mg v
Combinando las ecuaciones: a = g(m-m)/(m+m,+ m/2)
PENDULO FiSICO

Cualquier cuerpo rigido colgado en forma vertical, que puede oscilar alrededor de un eje
horizontal sin roce bajo la accién de la fuerza peso, constituye un péndulo fisico. A diferencia
del péndulo matemdtico o ideal ya estudiado, éste no tiene su masa concentrada en un punto
sino distribuida de cualquier manera. Por ejemplo, un cuadro colgado de un clavo también es
un péndulo fisico que puede oscilar si se lo aparta del equilibrio.

Como lo demostraremos a continuacion, se desarrolla un movimiento curvilineo arménico
simple (MCAS) cuando el CM de estos péndulos se aparta un pequefio dngulo de la vertical
que pasa por el eje alrededor del cual puede oscilar, al igual que en el caso del péndulo ideal.
Y el periodo T que se obtiene en estas condiciones es el mismo para los infinitos puntos de
dos circunferencias concéntricas con el centro de masas.

Supongamos que el CR se aparta el angulo 6 de la
vertical. Siselolibera en esa posicion, comienza a
oscilar bajo la accion de la fuerza peso que genera un
momento respecto de E ; la fuerza que el eje ejerce
sobre el péndulo no esta representada en la figura.

De SM'=l"a = -mgdsnd=Ia

i Aparece una aceleracién angular, o, que no es constante !

i Cuidado: este no es un MCUV ! i avaria: depende de © !
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Tampoco es un MCAS , porque a, (= a.d) es proporcionala sen© .
+S Pero para dngulos @ pequefios, del orden de 1/10 de radian,
puede escribirse:

-m.gd06=~la=1I4a/d

Y teniendo en cuenta que d. @ = s, resulta:

E
a =-[mgd/l]l.s=-[cte].s
Con lo que se concluye que para desviaciones de ese orden, o
menores, se desarrolla un movimiento curvilineo armonico simple para el que, como se viera
en “péndulo ideal”, la constante equivale a ' = (21/T)*. De lo que se deduce que, para

pequefias desviaciones, el péndulo fisico oscila con un periodo:

T=21(F/mgd)”

Esta claro que sia un CR se lo hace oscilar en estas condiciones alrededor de cualquier eje E
ubicado sobre la circunferencia de radio d con centro en el CM , tendrd el mismo periodo T :

i Pero hay mds puntos por los que se podria pasar
un eje respecto del cual el péndulo tendria el mismo
periodo T !

Estos puntos son los que corresponden a otra
circunferencia, de radio d”, concéntrica con la

anterior.

Veamos cudnto debe valer d”.

A cierta distancia |, de cualquiera de los puntos E, pasando porel CM , existe un punto E
por el que se podria pasar un eje respecto del cual el péndulo tendria el mismo periodo que
respecto de E . Esta distancia le se llama “longitud del péndulo equivalente”, porque es la
longitud que deberia tener un péndulo ideal con una masa m (como la del CR) ubicada en E".
Por otra parte, a E” se lo llama “centro de oscilacion”.

Si T=T:
2 (I m.g.d)” = 21 (F/m.g. d)”

(" ¢+ md)id= (1" +md?)/d

de donde: d =1"/m.d

Un péndulo equivalente al péndulo fisico de masa m que estamos estudiando, es el de la
figura siguiente, cuyo periodo se calcula con T = 211 (le/g )"
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Comparando con el periodo del péndulo fisico, se obtiene
le = IF/m.d, que es, precisamente, el resultado de la
le sumade d y d':

d+ (1"/md)=0I/md-=Ll
En sintesis, un péndulo fisico que se haga oscilar alrededor de cualquiera de los infinitos ejes

fijos que se pueden instalar sobre alguna de las circunferencias con radios d y d” , tiene el
mismo periodo para amplitudes pequefias.

Esto es facil de verificar con chapas de
aglomerado agujereadas que se pueden
adquirir en el comercio.

i Inténtalo !

Ejemplo 115

Una esfera de masa m y radio r cuelga de un hilo enganchado 3 y
a un clavo, como muestra la figura. Si se deja oscilar a este
péndulo fisico alrededor de E, con pequefias amplitudes,
decir qué se debe modificar en la esfera para que su periodo sea l
igual al de un péndulo ideal, de masa m .

m, r
Solucién:
F=1"+mU=2mr/5+ml

T

a1 (F/m.g L) =2 [(2.m.r/5 + m.lz)/m.g.l]”2

1/2

= ZH.{[(Z.rZ/S.l)+l]/g}

112
)

péndulo fisico

péndulo ideal = 2IL (Ug
Comparando ambas expresiones, vemos que para que el periodo del péndulo real, fisico, se

aproxime al del péndulo ideal, el radio de la esfera debe ser lo méas pequefio posible respecto
de la longitud | del hilo.

CENTRO DE PERCUSION

Experimentalmente se comprueba que aparecen distintos efectos sobre el soporte de un
péndulo fisico cuando éste recibe impactos externos. Por ejemplo, si tomamos a una raqueta
como péndulo que cuelga de la mano, no es lo mismo recibir el golpe de una pelota de tenis
en cualquier parte de la raqueta: se siente en la mano cierto alivio si el golpe se da en el lugar
adecuado.
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9
Supongamos que sobre el siguiente péndulo colgado del eje E actta la fuerza F, y que no
aparece ninguna fuerza impulsivaen E (H=0):

2F. =m.a =V-mg

0
SFo=ma =F M
M =1.a=FD-=1I.3/d

De estas ecuaciones surge:

,rﬁg D=1I/m.d

\

., . .. >
Se observa que el puntg(centro de percusion) por el que debe pasar la direccion de la fuerza F
para que no aparezca H en el eje, estd ubicado en el centro de oscilacion del péndulo fisico.

Ejemplo 116
O
Una barra sin masa, de longitud |, cuelga de un eje O 0
sin roce con una masa puntual m en su extremo. ,;En
qué lugar se encuentra el punto por el que debiera pasar 1

la direccion de una fuerza horizontal para que el eje
“no se dé cuenta” de su presencia?

Solucién:

. ., . . o}
Vimos que el centro de percusion se encuentra a la distancia D = '/ m. .

Como I’= m. U* en este caso, resulta:
D=mU/ml =1

i Golpeandoa m en forma horizontal, no aparece ninguna consecuencia en el soporte
cuando se trata de un cuerpo rigido de estas caracteristicas !

La ecuacion YM® = I*. o es vélida para resolver casos de estdtica; es decir, casos en los que

los cuerpos rigidos estdn en reposo. Basta con hacer o =0, con lo que cualquier problema
de estatica se resuelve usando las ecuaciones de dindmica conocidas:

2> E
2F =0 M =0

en donde E es un punto cualquiera por el que pasa un eje que estd en reposo.

Ejemplo 117

Calcular hasta qué altura maxima podria treparse un hombre de masa m sobre una escalera
de longitud | y masa m, para que ésta no se resbale sobre el piso con el que tiene un
coeficiente de roce p . Considérese lisa la pared, y 0 el angulo que la escalera forma con la
misma.
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Solucién:
pared
escalera
9 i )
m
hI N
O piso
9 .
2F=0 = f,=f ; N=mg+mg
M =0 = f,.lcos® = mg. (U2).sen 0+ mg. .sen O

Como se estd considerando la situacion limite en la que la escalera se encuentra a punto de
resbalar, la fuerza de roce vale:

fr=uwN
Combinando las ecuaciones anteriores resulta:

L=[pw(m+m)l/tgd] - m.U2]/m

h=1_1.cos®=[p(m+m)l/tgO] - m.U2].cos®/m

Obsérvese que cuanto mds chicos sean 6 y m , mas grande serd h , como lo sugiere la
intuicion si uno se para delante de una escalera asi apoyada y debe treparse.

ROTOTRASLACION

A partir de las ecuaciones generales validas para el movimiento de cualquier cuerpo rigido:

> > > > >
R=2F=ma, XM = dL/dt

en donde “O” es el punto fijo en un sistema inercial por el que pasa el eje alrededor del cual
gira el cuerpo) se obtienen las ecuaciones correspondientes al movimiento del cuerpo rigido en
el plano:

>F =ma, = R=ma ; XF=ma, = R=ma ; XM =1 o

X X Cmy Y y

Si'el CR se traslada, se resuelven los problemas con R = m.a, y R = m.a ; sielCR
gira alrededor de un eje fijo en un SI, se resuelven con XYM =1". o’ .

Para responder a esta inquietud, veamos primero qué sucede si a un cuerpo rigido plano en
reposo sobre un piso liso, horizontal, le aplicamos una cupla (o par) como indica la figura, en
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el mismo plano de la chapa:

9
Aqui:  XF =0 .. 32.=0

CM

iSin embargo hay rotacion, como puede
apreciarse si accionamos convenientemente los
dedos sobre una hoja o una lapicera apoyadas
en una mesa !

El CR gira en sentido horario, como si por su CM pasara un eje fisico. Su aceleracion

angular estd dada por:
’ P a = M1 = FLd/

[ No se ha identificado el “Momento del Par” o “Momento de la Cupla” respecto del CM
porque, recuérdese, es igual al producto de una de las fuerzas del par por la distancia que la
separa de la otra, respecto de cualquier punto . ]

Lo mismo sucederia en casos en que la cupla estuviera aplicada a un lado del Centro de Masas:

a = F.d/I"

3 :E/m

a’ = F.d/I"

i EI CM se acelerayel CR
gira en torno del CM !

i EI CR se rototraslada !

Lo mismo sucederia en el caso en que actuara una sola fuerza cuya direccién no pasase por el
CM: v
“\a
equivalea =——>

9
d F3 a., = F3/m
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Si sobre el CR acttan uny conjunto de fuerzas distribuidas en su superficie, podria considerarse
en el ejemplo anterior a F, como la resultante de estas fuerzas. Entonces podemos decir que un
sistema plano de fuerzas aplicado a un CR equivale a una fuerza resultante cuya direccion
pasa por el CM del cuerpo y a un momento o par que tiende a hacer girar al CR en torno de
ese CM .

De otra manera;

i Todo movimiento de un cuerpo rigido en el plano puede considerarse como
compuesto por un mouvimiento de traslacidn de su centro de masas

(3, = YF/m ) y un movimiento de rotacién en torno del mismo (o™ = XM™M/ 1™ )1

Se puede demostrar que o™ = o' = o = o = .. a',endondeE, B, C, ..., N son

puntos del CR. O sea, decir que un cuerpo rigido plano tiene una aceleracién angular dada
respecto de un eje que pasa por su CM es lo mismo que decir que tiene esa aceleracién
respecto de cualquier otro eje paralelo al anterior que pasa por otro lugar del CR.

Imaginemos a un observador ubicado en el centro de un circulo mirando hacia arriba cuando
éste gira. En la primera secuencia “vé” al punto (e) que luego pierde de vista hasta que el
circulo completa la vuelta.

1 \/ 1 \/ 1 \/ 1 N 1
Otro observador, ubicado en un lugar distinto del circulo y obligado a mirar so6lo para arriba,
veria también dar una vuelta al punto (e ). Luego, si en el mismo tiempo ambos observadores
“ven” que el circulo completa el mismo recorrido, quiere decir que las aceleraciones angulares

respecto de esos lugares de observacion son las mismas. Y asi se puede generalizar para
cualquier otro punto del circulo.

SOOCO

Vamos a plantear ahora una aparente contradiccion :

Al CR plano de la figura, libre en el espacio, se le aplica un par en el mismo plano. El punto E
estd marcado sobre el CR, el que comienza a moverse por accion de dicho par.

Planteando las siguientes ecuaciones llegamos a una expresion incorrecta. Analizar qué es lo
que estd mal en el planteo.

o
o= o

m oM MM
MY, =1 a

PAR Luego: o = 1" o™

ya que el momento del par es el mismo
respecto de cualquier punto. Pero, o' = a".
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; Esto significa que 1°=1""? j Sabemos por Steiner que no ! Entonces: ;cudl es el error? ...

E

( Analiza como se dedujo M° = I'. " . Alli esta la respuesta. )

Ahora aplicaremos el mismo par al mismo cuerpo rigido, pero esta vez con un eje fisico que
pasa por el punto E, como un clavo fijo alrededor del cual el CR podrd girar.

“E” fijo implica que todos los puntos del CR
tengan la posibilidad de girar alrededor de E .
También lo hace el CM por accion del par
aplicado.

El momento de Ila cupla genera una
aceleracion angular, por lo que el CM
comienza a desplazarse a lo largo de una
circunferencia con centro en E . Aparece entonces una aceleracion del CM en el plano del
CR, cuyas componentes son la aceleracién tangencial ?t y la aceleracién centripeta ?

E E E 2 2
a =oa=M,/I a, = .1y, = (M, /1) 1, a=v, /1, = o0,

Si existe aceleracion del CM es porque alguna fuerza externa al CR la esta provocando. No es

el par, cuya fuerza neta es CERO ; luego la Unica fuerza externa capaz de producir esa
aceleracion es la del vinculoen E .

VELOCIDAD DE DISTINTOS PUNTOS DEL CR RESPECTO DEL S.1.

En la rototraslacion el CM del CR se mueve respecto de un sistema de referencias, a la vez que
cada punto del CR se mueve respecto del CM. Aplicamos entonces las leyes de adicion de

velocidades y aceleraciones para obtener la velocidad y la aceleracion instantdneas de cada
punto en particular.

> > >

Vo = Viu + Vy,

> > >

Ve = Vi + Vs

?CM

V)A,Z V)CM son velocidades de los puntos A, By CM respecto del S.1. (Tierra, por ejemplo).
V)m y 713 son velocidades de los puntos Ay B iguales a la del CM .
TZA y TZB son velocidades de los puntos Ay B respecto del CM .

Es decir, cada punto tiene una componente de velocidad debida a la traslacion del CM |y otra
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componente debida a la rotacion en torno del CM.

Los mddulos de ?ZA y \7>ZB se obtienen a partir de la velocidad angular del CR y de la posicion
de cada punto respecto del CM:

Vo, =T,. 0 Vo = T,. 0

Se puede observar en la figura anterior que podria haber un punto en torno de A para el que
la velocidad instantdnea fuese CERO. Esto se daria en el caso en que los vectores componentes
velocidad de traslacién y velocidad de rotacidn fuesen opuestos.

Siempre existe un punto tal que su velocidad instantdnea respecto de un sistema inercial sea
CERO. Pero este punto puede pertenecer al cuerpo rigido o no. En todo caso es como si el CR

girara en ese instante alrededor de €I, por lo que se lo llama

Eje instantdneo

CM .V
. ! 3% > Ve
\
l ,
e ~/f B o >
\('o'r\ 7 > = VZE
“ ﬁ VE /
N :
> N e >
0.I, <€ =—-$—- >V,
V>F =0 .. F es EjelInstantdneo

En las figuras 1 y Il se observa al mismo cuerpo rigido marchando con la misma velocidad
angular, pero con distintas velocidades del centro de masas. Se ve cdmo el eje instantaneo cae
fuera del CR en el segundo ejemplo. En todos los casos la distancia del eje instantdneo al CM

se calcula con: d = v,/ ®, como resulta ficil deducir.
Rodadura

Se define como rodadura a la rototraslacion de un CR sobre una superficie de apoyo, cuando
los puntos del CR en contacto con esta superficie tienen velocidad CERO respecto de la misma.
Si no se da esta condicién, decimos que el CR patina o se desliza. Cuando el CR rueda, se da

la relacion v, = r.®, como demostramos a continuacion:

%
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dx,, = R.d@ =—> dx,/dt = R.d6/dt => lv,=Ro

CM

Derivando esta dltima expresion se llega a que, también en rodadura, se cumple:

Debes pensar por qué, si nos dan sélo esta condicién, no hay garantia de
que se trate de un caso de rodadura.

Si un cilindro o una esfera de radio R ruedan, es facil demostrar, con los criterios de la adicién
de velocidades y aceleraciones, que los valores instantdneos de estas magnitudes fisicas
correspondientes a puntos que se encuentran sobre la linea imaginaria E-A que muestra la
figura, valen:

V, =V, + 1,0 =V, +Ro=2v,
V, =V, +1,.0®

VCM:VCM

Vo=V, ~I..O

V=V, -I,,o=V, -Ro=20

a, =a, +n,.a=a, +Ra=2a,
a, = a, + .0

a_=a, -Il.a

a, =a, -L,.a=a, - -Ra=20

A TENER EN CUENTA:

rodadura significa que el punto de una esfera en
contacto con la superficie sobre la que la esfera se encuentra en rototraslacion, tiene velocidad
CERO ; 0 los puntos de la generatriz de un cono o de un cilindro en contacto con la superficie
sobre la cual el cono o el cilindro estan rototrasladdndose tienen respecto de esta superficie
velocidad CERO. Nada se dice aqui respecto de la fuerza de roce. Si se cumplen las
condiciones de rodadura: v, = R.® y a,, = R.a, el CR rodard sobre la superficie de
apoyo aunque el coeficiente de rozamiento p valga CERO (o cualquier otra cosa).

Cuando el cilindro o la esfera se rototrasladan sobre una superficie de apoyo, también se dice
que mientras se desplazan giran o rotan; esto es asi aunque rueden. Pero si los puntos de
apoyo tienen velocidad distinta de cero respecto de la superficie de apoyo, entonces decimos
que estos cuerpos rigidos patinan o se deslizan. Es decir, giran o rotan patinando o
deslizandose, pero no ruedan.

Siexiste u yel CR patina, aparece una fuerza de roce cuyo sentido se opone al movimiento
de los puntos que estdn en contacto, tal como indican las figuras:

1) )

=¥

=V

=V
\ L<¢,

D
y
A"

ﬁ' superficie de apoyo _ﬁ
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En las figuras | y Il los cilindros (o esferas) de distinto radio estdn apoyados sobre la superficie
gris, dibujada retirada de los cuerpos rigidos para interpretar mejor la situacién y cémo
aparecen los pares accion-reaccion de las fuerzas de roce. Puede apreciarse que en el primer
caso, con la velocidad del punto de contacto hacia la izquierda, aparece una fuerza de roce
sobre el CR en sentido contrario; y también vemos cémo se opone la % a \7>E en el caso Il.

Ejemplo 118

Sobre un plano inclinado con el que tiene un coeficiente de roce p , se apoya un cilindro en
reposo. Calcular la aceleracion que adquiere el CM del cilindro y el valor de la fuerza de roce,
suponiendo primero la rotacién en torno del CM y posteriormente la rotacion del cilindro en
torno de un eje instantdneo E que pasa por la generatriz del mismo apoyada sobre el plano.

CM
m.R.I DATOS:

ES

CM

Jo

Solucién:

Técnicamente, podriamos suponer cualquier sentido para la fuerza de roce. Pero, dado que
“vemos” cémo giran los cilindros que se apoyan sobre planos inclinados, dibujamos el sentido
que corresponde a la Unica fuerza que obliga a girar al CR en torno de un eje que pasa por su
centro de masas:

>

f S
f

Luego, bajo la accion de las siguientes fuerzas, el CR se acelera:

9
N >
mg
Si elegimos al Sistema de Referencias de la figura: 1y
NN
las ecuaciones a aplicar resultan:
2 >
2F = m.a, => mg.senO-fr = m.a,, N-mg.cos® = m.a,, =0
MM = Y a — frrR=1"a q
a,, = Ra = fr.R=1"a, /R
a,, = (g.sen 0)/[1+ 1"/ mR")] fr =(1™. g.sen ©) . (1/R) /[1+ (I™"/ mR*)]
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Teniendo en cuenta los valores de | para los cilindros huecos y macizos, resulta:

Cilindro Hueco: a

(g.sen 0)/2 fr = (mg.sen 0)/2

CMx

Cilindro Macizo: a,, = (2.g.5en0)/3 fr = (mg.sen 0) /3

Si consideramos a la generatriz que pasa por E como eje instantaneo, la ecuacién ** se
transformaen: XM= . a.

Con XM= (mg.senB).R y [I'=1"+ m R, sellega, naturalmente, a los mismos
resultados.

El resultado obtenido en el ejemplo anterior muestra como la aceleracion del centro de masas
de los cilindros que ruedan por un plano inclinado no depende de sus tamafios (radio,
longitud), sino de sus formas: esta aceleracién depende de cémo esta distribuida la masa en
torno del eje que pasa por el centro de masas.

Observemos que el analisis realizado vale para todos los cuerpos que ruedan (que no patinan,
no deslizan). Para esferas huecas o macizas rodando, igualmente hubiéramos llegado a la
expresion a, = (g sen 0)/[1+ (I™"/mR*)] . Porlo tanto, para conocer la aceleracion del
centro de masas de cuerpos con estas formas Unicamente en funcién de la inclinacion del
plano y de g , hay que reemplazar I por el valor correspondiente en cada caso:

ICM

Esfera maciza: = 25 m.R o ag, = (5/7). (g sen 0)

Esfera hueca: = [

2/3m. R’ S g, = (3/5). (g sen 0)

Se concluye entonces que, si se deja rodar simultdneamente por el mismo plano inclinado a
esferas y cilindros macizos y huecos partiendo desde el reposo y del mismo punto de largada,
independientemente del tamafio y del peso de estos cuerpos, llegardn abajo en el siguiente
orden:

lera. esfera maciza
2do. cilindro macizo
Jera. esfera hueca
4to. cilindro hueco

Cualquiera de ellos demora mas que el bloque que se desliza sin roce. (Recuérdese:
a = g.sen O en esta situacion.).

Para algunas précticas de fisica suele ser necesario disponer de elementos que caigan por un
plano inclinado como si solamente dependieran de la pendiente de éste y de la gravedad. Esto
podria lograrse con mucha aproximacién haciendo deslizar objetos con trozos de hielo
incrustados y apoyados sobre el plano. Pero, naturalmente, esto no es practico.

Lo que se utiliza en los laboratorios son carritos de cuatro ruedas con caracteristicas que les

permiten obtener una aceleracién mayor que la de las esferas y los cilindros rodando
libremente.
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Estos carritos tienen ruedas muy livianas
(cilindros chatos de masa m muy
pequefia) y un despreciable
roce en los ejes.

Si llamamos m, a la masa total del carrito de la figura, incluyendo a las ruedas, se pueden
escribir las ecuaciones:

m.gsen® - 4.fr = m .a frR="%mR.a/R

Combinando estas ecuaciones, resulta: a=(m.gsen®)/(m +2m)

Se desprende que si m<<m, == a = g.sen® (como la del bloque deslizindose por un
plano inclinado sin roce)

Por otro lado, se puede verificar que la ecuacion es correcta suponiendo que casi toda la masa
del carrito estd en sus ruedas (m, =®4m ) ; entonces la aceleracién seria: a = 2.g.sen0/3
como la que corresponde al rodamiento de cilindros macizos (aqui, las ruedas).

Ejemplo 119

En el diagrama de la figura, un cilindro de masa m y radio R es arrastrado por la accién de
una cuerda arrollada alrededor del mismo. El cilindro se encuentra apoyado sobre un extremo
de una tabla de masa m, vy longitud L , existiendo un coeficiente de roce p entre las
superficies de estos cuerpos; pero la tabla estd apoyada sobre una superficie sin roce. La
cuerda pasa por una polea pequefia de masa despreciable, habiendo un cuerpo de masa m,
colgado del extremo de la misma.

Teniendo en cuenta que el sistema comienza a moverse desde el reposo y el cilindro rueda
sin deslizar, escribir las ecuaciones que describen el movimiento del sistema considerando que
el objetivo es calcular el tiempo t que tarda el cilindro en recorrer la tabla en su longitud L.
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Solucién:

Desde Sistema Inercial (Tierra - T)

45
+
"+
S
9
T
>,
Nl
> m,
3 fr‘ { m,
P 1T | -
< >
m,g
9
mg v
ﬁ .
A 4

Aplicando las ecuaciones con asterisco del Ejercicio 118,y teniendo en cuenta el Sistema de
Referencias adoptado (ver figura), resulta:

Cilindro: T+ fr = ma,, TR-frR=vmR. a a,. = a.R
Tabla: fr=m.a;
Cuerpo: mg - T =m,.a,

en donde el subindice “T” es Tierra, y el subindice “t” es tabla.

Por otra parte, observando la figura se desprende que: a.,, = a,,,-a, a, =2a,, - a,

Finalmente, siendo | dato, podemos hallar el tiempo que tarda el cilindro en recorrer |a tabla:

l=% acm-tz _ @

b) Desde Sistema No Inercial ( tabla - t ) '_r>
9
T ?*
7 .
> ﬁ ?*
fr — —_ N
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Cilindro: T+fr+f* = m ag, T.R-frR=%mR. a a.,, = R
Tabla: fr-f* =
Cuerpo: mg-T=m,.a, f*=m,. a,
con : f*=m.a; f*=m.a,

Ay = Ay, - A a,=2a,, - a,
Igual que en el caso anterior, l= %a,,,.t > @
Ejemplo 120

Sobre un plano inclinado se coloca una bobina cilindrica de masa m, con una polea adosada
de masa despreciable. En la polea se enrolla un hilo en cuyo extremo se ata un bloque de masa
m, , como indica la figura. No existe roce entre el plano y la bobina, y la poleita | por la que
pasa el hilo es también de masa despreciable y no tiene roce.

;, Qué valor debe tener © para que el
CM de la bobina permanezca en reposo ?

Con el Sistema de Referencias
adoptado, y recordando que

2 > > 2 > >
Rro=v,, v Rhna =4,,:

mg.sen® - T =0

N -T.r=%m.R. a Ta
meg > -a=o.r
N
mg-T=m.a | |:i| l?
9
mg
A 4
De las ecuaciones anteriores: sen® =m,/[(2m,.'/R) + m,]
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Ejemplo 121

Determinar el minimo valor de p para que el cilindro de la figura, tirado por una fuerza ?
constante aplicada en su centro de masas, ruede sin deslizar sobre el plano horizontal fijo.

DATOS: m=1kg ; R=1m

I = 05kgm’ ; F=I5N ; g =10m/s’

Solucién:
[4 ?
> —
fr
Para que el cilindro ruede sin deslizar, la fuerza de roce debe ser: fr < wN.
Luego, el coeficiente de roce puede bajar sélo hasta un valor tal que fr = u. N.
De manera que puede escribirse: F-fr=ma frR=1"%mR.al/R

( Analiza qué Sistema de Referencias se ha adoptado )

De las ecuaciones anteriores: a = 2F/(3m) y fr=%m.a = F3 = pn.mg

Porlotanto:  p=p  =F/(3mg) = ISN/(3. lkg. 10m/s") .. | p. =05

Ejemplo 122

Determinar el minimo valor de p para que el cilindro de la figura, que tiene adosada una
polea sin masa de radio r, ruede sin deslizar sobre el plano horizontal fijo.

DATOS: m, R, [ >
m=1kg ; R=1Im ; r=025m %

I = 05kgm” : F=15N : g =10m/s’ F—

Solucion:

v
}
<

Fr=I1"a/R=%mR.al/R

f

De las anteriores: a=@B)F[I+({/R)]/m = 12.5mis’
fr=F-ma=25N
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Si fr= p.mg ., resulta: p. = 25/10 = 0.25

Ejemplo 123

En el sistema de la figura, el cilindro macizo superior puede girar libremente sostenido por un
eje horizontal que pasa por su centro. Se enrolla una cuerda en torno de este cilindro y de
otro idéntico, libre, como muestra la figura. Luego se deja caer el de abajo. Entre la cuerda y
los cilindros hay roce y ambos ruedan sin deslizar.

Hallar:
m a) La aceleracion del CM del cilindro inferior.
FV b) La traccion de la cuerda.
c) La velocidad del cilindro inferior cuando
m ha descendido una distancia 10R .
CM
R o
f DATOS: m=2kg R = 10cm
Solucién: > 4
\Y

\\/ V = mg+T
|

£
R — TR=I1"a=%mR. a,/R
T
rnég ﬁ
v > T = 2m. a;
v acT
A >
{ T
@ mg -T = m.ag,
J —_ TR=I1"a=%mR.a,/R
mg v ﬂ
T = 2m. a.,
9
aCMT
v
a) y b) d, = a; + 3y, = 2T/m + 2T/m = 4T/m
T =mgl5 a.= 4gl5
en donde los subindices significan:
ST. soga-Tierra ; CMT: centro de masas-Tierra ; CMS: centro de masas-soga
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c) EICM del cilindro que cae tiene un MRUV, porlo que: 10R = Y2a,,..t" y v = a,.t
Resultan:

t = V25.R/g v =\ 16.g.R
Ejemplo 124

En el diagrama de la figura, un cilindro de masa m, y radio R es arrastrado por la accién de
una cuerda enrollada alrededor del mismo. El cilindro se encuentra apoyado sobre una mesa,
existiendo un coeficiente de roce p entre las superficies de estos cuerpos. La cuerda pasa por

una polea pequefia de masa despreciable, habiendo un cuerpo de masa m, colgado del
extremo de la misma.

Discutir las condiciones
(relacion entre m y m,, valorde p)
bajo las cuales el cilindro desliza al
avanzar girando.

mZ
Solucie T
olucién: > y
T .3 T
9
M T D
fi 3
Y g
(T+fr).R=%m.R. a
T-fr=m, .a, a, = g[-W2m+p4m)+m]/(m+3.m)]
mg-T=m, .a > a=4.pg+ 3a,
a=a,+aR
fr=pmg
De a., > O surge que debe cumplirse: | p < m,/(2.m +4.m,) = | /[4+ (2. m/m,)

De la expresion anterior se deduce que:
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Si
Si

m, / m,
m, / m,

=>
=> o0

0 2

7}

= >
P—

0.25
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ENERGIA DE UN CUERPO RIGIDO

Como en una particula, podemos decir que la energia de un CR estd compuesta de una
energia cinética (Ec) y de una energia potencial (Ep).

Energia Cinética

La Ec del CR la calcularemos a partir de la energia cinética de un conjunto de particulas
“sueltas”, que se mueven entre siy respecto de un Sistema de Referencias fijo (por ej., Tierra):

y
A m / A

v
x

. . . >, .
Si llamamos V> a las velocidades con respecto a Tierra y v a las velocidades respecto del
centro de masas del sistema de particulas, la energia cinética del sistema es:

Ec=YE =%Ym.V

> > >
VI

>,
Pero: vVi=Vv..v. vy v,

<V

+

M
> > > > > >
Ec=%2Xm.v.Vv=%Xm[v + v,].[V +V,] =
) >, >
=hXm.v + hEm.v, + (Zm.V] )V,

2 1 0
Vo, - 2 2m,

Queda: Ec = amv, + %Xm.v’ en donde m = masa total del sistema

. " >,
La razon por la cual el dltimo término vale CERO es porque 2 m.v’ = 0.
> >
Veamos: Xm.v. =d(Xm.r)dt = dm.7, )t = m.V,, = 0
ya que ?CM’ es la velocidad del CM respecto del CM .

En el caso de un cuerpo rigido, no existen velocidades relativas entre las particulas que lo
componen, y todas ellas tienen la misma velocidad angular o :

LXm.v'i=hEm. .o .= e . Xm. 1"

\ﬁ(_/

ICM

<V
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CM 2
[

De manera que Ec = Y2m. VCMz + %L1 o i para el cuerpo rigido !

La energia cinética del CR depende, entonces, de la traslacién del CM y de la rotacion del CR
en torno de su CM .

Ahora, siel CR rota alrededor de un eje fijo, su Ec es la energia de rotacion en torno de ese
eje, lo que equivale a la expresién anterior, como puede deducirse:

m Ec = Xm.vi=%YXm o.1'= Ll o
\[ (eje fijo)
Por Steiner: F=1"+md

j\ v ko= (I md) o=

bm.ov, + %217 o

Energia Potencial

La Energia Potencial (Ep) de un CR es la suma de las energias potenciales de sus infinitas
particulas componentes. Si se trata de la fuerza conservativa peso , la Ep del CR se calcula
con + mg. h,endonde m eslamasadel CRy h es el desplazamiento de su CM respecto
del nivel para el que se supuso la energia potencial igual a CERO .

Esto es asi dado que myg equivale a la suma de las fuerzas gravitacionales que acttan sobre
las particulas componentes y cuya direccion pasa por el CM , cuando se trata de cuerpos
rigidos sometidos a una ¢ constante .

TEOREMA TRABAJO-ENERGIA APLICADO A UN CUERPO RIGIDO

Sabemos que para un sistema de particulas se cumple: X W, + XW, = AE .
(A=>8) (A >8) (A>8)

Siendo el CR un sistema de particulas, es de esperar que el Teorema Trabajo-Energia tenga la
misma expresion anterior. Sin embargo, demostraremos que el segundo término del primer
miembro vale CERO en los casos de cuerpos rigidos.

Para analizar qué pasa con el trabajo de las fuerzas internas de un CR, tomemos a un par
cualquiera de particulas componentes del mismo y veamos qué trabajo ejecutan las fuerzas de

interaccion entre estas particulas.

a) Traslacién pura AN ..

9
AW, = . ds

>
dw, = f . ds
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> >
Como: d8 = &2 y f =-1f  resulta: dW = dW, + dW, = 0

i ii fi tras

b) Rotacidon pura

9
Una fuerza t, rotando un dangulo dp , genera
el trabajito: dW, = f. ds. cos 0.

Como: R.dB =ds, y R.cos® = d, resulta: .

dW, = f.R.dB.d/R = f.d.dB = M’,.dB
M,

Luego, el trabajo de las fuerzas internas en un cuerpo .

en rotacion vale CERO :

LT
. Yo,

L] A d
bl P A

dW, = M.dé

dW, = M. d6

Como: M, = -M
resulta: dWi .. = dWi + dWi, = 0

Finalmente: dwWi = dWr + dWr .. = 0

| 1 tras

En el cuerpo rigido las fuerzas internas no realizan trabajo, como queriamos demostrar.

El Teorema Trabajo-Energia se reduce entonces a:

endonde Ay B son los puntos entre los que se desplaza el CR .

Si suprimimos el subindice “e” dando por entendido que las fuerzas que acttan sobre el CR
son externas al mismo, el Teorema T-E se escribe:
CM CM

W, = (mv,, + %Rl e)) - (mvy, + RIT e,)

(A>B)
En el caso en que solo ejecuten trabajo fuerzas conservativas, este teorema conduce a la
conservacion de la Energia Mecanica, como viéramos al estudiar la particula:
Si sblo existe 2 W, —> Em = cte. = Ec + Ep

F conservativas

Es decir, bm.v, + %17 @ + mgh = cte
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CALCULO DEL TRABAJO DE UNA FUERZA SOBRE UN CUERPO RIGIDO

Si la direccién de una fuerza ? pasa por el centro de masas del cuerpo rigido, y no hay otras
fuerzas, de las ecuaciones:

5F=m3, SMY = 1

. . re o
se deduce que o =0,y que aparece una ?CM . Es decir, el trabajo de f no aporta variacion
de energia cinética rotacional y se calcula como si f actuara sobre una particula de masa

equivalente a la del CR ubicada en el CM de éste:

m -~
> > > 27T
f aCM f II \\
—l — —— ! '
\ 1 ’
\\ ] ’/
: d
| 1
. . .-, 9 . . ., . .,
W, = f.d ( Sies que la direccion de f coincidié en todo momento con la direccién

del movimiento del centro de masas ) .

Pero si la direccion de ? pasa por otro punto, generara rotacion alrededor del CM vy
aceleracion del mismo. Habra variacion de Ec___ y también variacion de Ec

rotac tras *

1
==
— I‘I ] ‘I
d \\~E_‘/
= AEC = A(Ectras + Ecrotac)

g

f rotac

f trasl

Trabajo de la fuerza de roce

Para la fuerza de roce se aplica el mismo criterio:

m —
?CM II \\
f f N : //I
: d —-— - *.- -
|

Wi = £ fr.d £ Mi™. A0

en donde, como siempre, los signos dependeran del Sistema de Referencias adoptado.

El médulo de la fuerza de roce vale cualquier cosa entre 0 y u. N, salvo cuando el
cuerpo rigido patina o desliza. En tal caso siempre vale p. N .

En rodadura , el trabajo de la fuerza de roce es CERO porque el término de traslacién es igual y

de signo contrario al de rotaciéon. Teniendo en cuenta que en rodadura R. A@ equivale al
desplazamiento del CM , es facil demostrar lo anterior.
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Ejemplo 125

Verificar e| Teorema T-E para el caso de la figura, cuando el cilindro macizo, bajo la accién de
la fuerza ? avanza rodando | m a partir del reposo.

DATOS: m=1kg ; R=1m m, R, I

()

<
a2
SV

M

A 4
v

I = 05kgm’ ; F=I5N ; g = l0m/s’ n

Solucién:
Verificar el Teorema Trabajo-Energia quiere decir comprobar que W, = AEc.
O sea, debemos calcular por separado el trabajo que todas las fuerzas externas ejercen sobre el

cuerpo rigido durante | m de trayectoria de su CM , y verificar que el resultado coincide con
el cdlculo de la variacion de energia cinética que el cuerpo experimenta en ese lapso.

N W . = MO-I-WF+)W?O+))/NYO: W, = F.Im = I5]

? AEc = Ec - Ec, = %“myv, + %I1M e -0
?r > F-fr=ma,
me frr-R=%mR. a,/R a,, = 2F/(3m)

Voo - V=204, A = v, = 2215 11(3.1) = v,,=V20 m/s

»

o = v, /R = | AEc - %2.1.20 + /2.05.20 = I5]

i Queda verificado: W, = AEc !

todas F

Ejemplo 126

Una esfera maciza (I = 2/5 m. R) de masa m y radio R se deposita en t=0 sobre un
: . o > >
suelo horizontal con las velocidades iniciales vV, y @, (con v, < ®,.R). Hallar:

0‘)O
> . .
\A a) Las ecuaciones del movimiento de la esfera.
M > b) Verificar el Teorema T-Eentre t=0 y t=t,
i (t, = instante en que entra en rodadura )

Solucién:
Dado que v,< o,.R:
9
9
o, R E v, I
< e >
7 — >
E N
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a) + N-mg=20 a, = Wg
\ u. N = m.ag, = o =-5ug/2R
+ -w.N.R = " a N = mg
f
;

La esfera comienza a moverse entonces con MCUV en torno del CM que se mueve con
MRUV, ya que a,, y a son constantes (fr=puN mientras la esfera patine).

V=v+ugt ® =0, - (5u g t/2R)

i Estas son las ecuaciones de movimiento de la esfera !
Se observa que a medida que aumenta t, aumenta v y disminuye ® . Es de esperar,
entonces, que en algin momento se cumpla con v = . R,y que a partir de ese instante

(t,) la esfera contintie en rodadura.

De las ecuaciones anteriores, se deduce que: t, = 2. (®,.R-v,))/7n. g

b) Z"\A/T = AEC sistema
(o>t,) (0>t,)
0 0
Entre t=0 Y t:tﬁ : WtodasF = Wfr +)ﬁP +)ﬁN = Wfr
Wi = Wi+ Wi = fr.d+ (-fr.R). A
d = v.t + %a,.t. : A8 = o.t + Lot
Wi= W, . =-mv/7-mo . R/7T+2myv,. o.RI7

Por otro lado:

AEc = Ec, -Ec, = Vemv’  + BI1M @ - (mv + LI o)
donde, para ft, : v =5v/7T+20.RI7T v ® =200/7+5v]/7R
Reemplazando, resulta: AEc = - m v/ /7 -mo . R/7T+2mv, o .R/7

i Con lo que queda demostrado el Teorema !

Ejemplo 127
A un cilindro macizo se le enrolla una cuerda de la que se tira verticalmente hacia arriba con
una fuerza _I-} como indica la figura. Bajo la accion de esta fuerza el cilindro comienza a rodar

sobre una superficie horizontal.

F
DATOS: F = IN ;R =10cm; m = 10kg m, R, [*" 1
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Sien t =0 elcilindro estd en reposo, calcular la velocidad del CM , el desplazamiento
angular, y el trabajode F alcabode 10s.

Solucioén:
I fr = m.a,
/ T < Vel FR-fr.R = 1" a
CM
* ﬁ a = a,/R
Resulta: a, = 2F/3m = 0.066 m/s’

= v +a,.t =0+ (2F/3m). 10s = 0.66 m/s

o]

\'
A = o,.t+%at =0+ %(a,/R).t = 333rad
F

= WF tras + WF otac 0 + MFCM'AG = F R Ae = 333]

Hay casos en que es dificil asegurar cudl es el sentido de la fuerza de roce. En tal caso, se le
asigna arbitrariamente un sentido y se plantean las ecuaciones; si al despejar el médulo de ﬁ
se observa que resulta negativo, significa que el verdadero sentido de la fuerza de roce es
contrario al supuesto. Comprobemos esto a continuacion.

Ejemplo 128

- . , . re
Un cilindro macizo estd apoyado en el suelo, en reposo. Se le aplica una fuerza F ,
como indica la figura, y comienza a rodar.

> .
Calcular 4, y comprobar cudl es el
sentido de la fuerza de roce.

9
paTtos: m, R, F

Solucioén: >
F
Supondremos un sentido de ﬁ como se indica,
y elegiremos el sistema de referencias: ?CM
B 5
— fr
Entonces:
F-fr=ma,
, a,, = 4F/3m fr = = (F3
FFR+fr.R="%mR. a,/R } = (F3)

9
i Elsigno “ =" indica que el sentido de fr es contrario al supuesto !
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Verificacion: -F>
Supondremos el siguiente sentido para ﬁ: 2
CM

T
Con el mismo sistema de referencias, '
ahora las ecuaciones y el resultado final son:

F+ fr = ma,
a,, = 4F/3m fr =+ (F/3)
F.R-fr.R = ¥»mR.a,/R

El signo “+ " nos dice que hemos elegido el sentido que verdaderamente tiene
la fuerza de roce en el caso planteado.

Obsérvese que si la fuerza horizontal ? se ejerce en la direccion que pasa por el CM , la
fuerza de roce apunta hacia el otro lado, como se viera en otro ejemplo. Quiere decir que en
alguin punto del segmento imaginario que une al centro de masas con la parte superior del
cilindro, pasa la direccion de la fuerza horizontal para la cual no habria fuerza de roce.

i Existe una h para la cual la
fuerza de roce vale CERO !

Ejemplo 129

Considerando que no hay deslizamiento entre la tabla de masa m v los rodillos cilindricos
huecos de radio R y masa m_, >

y entre los rodillos y el suelo, Fe— L |
calcular las fuerzas de roce entre R/ R/

estos cuerpos en contacto cuando . -

se aplica a la tabla una fuerza horizontal
constante (F). 1

Solucién:

Se pueden hacer los diagramas de cuerpos aislados asignando con certeza los sentidos de las
fuerzas de roce entre la tabla y los rodillos. Estas fuerzas no pueden ayudar a mover a la tabla,
por un lado, y deben generar la rotacién que permita rodar a los cilindros en sentido anti
horario en el dibujo. En cambio no sabemos qué pasa con el roce entre los rodillos y el suelo,
de manera que supondremos un sentido y veremos qué dicen las ecuaciones.
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3 ¥
a
fr fr,
>
> fr, Y o 3’4—. + /—
Ay F}/’ l F}/’ —
R )
m, m,
.—»9 P —) >
fr, fr,
Tabla: F-2fr=ma fro=fr’
Rodillos: fro- fr, = m.a,, (fr +fr).R = m.R"a,/R

Teniendo en cuenta que a = 2.a,, porque la tabla no patina y su aceleracién es la de los
puntos de las generatrices de los cilindros en contacto con la tabla, y porque los rodillos
ruedan sobre el piso, combinando las ecuaciones anteriores se llega a:

frr=m.F/[2.(m +m)] fr

Ejemplo 130
Un cilindro macizo de masa m y radio R, enganchado a un resorte de constante k vy

longitud natural |, , gira con @, cuando pasa por A apoyado sobre una superficie horizontal,
dirigiéndose hacia la pared.

a) Sipor A pasa con rapidez del centro de masa v, , calcular la maxima compresién del
resorte cuando el cilindro rueda sobre la superficie con la que tiene un coeficiente de roce p ,
y calcular la velocidad del CM del cilindro cuando pasa por el punto en el que el resorte tiene
su longitud natural.  b) Con ecuaciones, describir el movimiento del cilindro para el caso en
que n=0y v,=0 apartirde A.

Solucién: /- @, z—\

+'
a) f =-kx >
ES f m
-k.x - fr = m.a,, < o oM
) ) R
fr.rR=1"a=1"a,/R re
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“kox - 1™ a, /R = m.a,
<> a, = - [k/(Mm+I"R)].x = - k..x .. Setratade un MAS del CM
kl
Como en cualquier MAS, se cumple que a = - @". x . Luego, por comparacion, y teniendo

en cuenta que o (pulsacion) = 2IT1/T , se desprende que el cilindro comprimira el resorte, se
detendrd, rodard hacia atrds hasta volver a detenerse con el resorte estirado, y repetira el
movimiento con un periodo: T = 211 [ (m + [/R}) / k1™

En cuanto a la compresién méxima del resorte, tengamos en cuenta que la energia mecanica se
conserva, dado que la fuerza de roce no ejecuta trabajo en rodadura y la otra fuerza que
aparece en el sentido del movimiento es conservativa.

Evm, = Em

XMax

= hmv +h 17 o +% kx’ = % kX D

Porrodadura: @, = v,/R => | x_. = [x/+((I"/kR)+mik). v, 1"

max

En el punto B, en donde el resorte tiene su longitud natural: E,, = E,

o mov, +% I o +% kx' = Bmvi,, + %17 v,

b) Si u=0 vy v,=0: /-

+ —

f =-kx=ma,
a, = - (kkm).x = jEs un MAS del CM! f

El periodo de este MAS es: | T = 211 (m/k)"”

v
Voo = ([V.m+ (Vo) +kx 1 [m+ (IVTR)] " ¢>
o, k—\

En cuanto a la rotacion: XM™ = [, o <>
0=1"a = a=0
Luego, en todo instante, ® = ®, . El cilindro comprimird el resorte, y, en la mdxima

compresion, cuando el CM estd detenido, seguira girando con la misma velocidad angular, en
el mismo sentido. ¥ asi a lo largo de todo el recorrido del MAS .

Ejemplo 131
Dos cilindros macizos idénticos estan unidos por una barra rigida de masa despreciable, que

liga sus ejes sin roce. Este sistema se apoya sobre un piso horizontal que tiene distintos
coeficientes de rozamiento para cada rodillo (ver figura), en momentos en que el cilindro |
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gira con una velocidad angular o, . Elcilindro 2 no gira en ese instante.

Calcular el tiempo que el

(00/ "
cilindro | tarda en llegar a la

condicién de rodaduray el p,

necesario para que el cilindro 2

siempre cumpla con dicha

2 I

H,
= condicién.
Solucién:
2
.9
; 3, S
e
9
frz \
9
N —_—
F* - fr, = m.a, F=F fr - F=ma, (N
R, = 1 a frr= p .mg - RAr, = 1M a, (2)
R.a = a,, (elcilindro 2 siempre estd en rodadura)
FF-1". a/R=ma, = F =F=[I"/R)+m] a,
En (1): u.mg - [(1"/R)+ml.a, = m.a,
[ = 1, mR* — a, = 2/5 4.8 ?
De (2): a =-Rfr/1"=-2u . g/R
Las ecuaciones de movimiento del cilindro | resultan:
Var = oy - L } en rodadura: v, = ®.R } a,.t =Ro-Ra.t
O =0 -o.t
t =512 o,.R/y .g /
Finalmente, para que el cilindro 2 esté siempre en rodadura:  fr, . = p,. mg
De: R.fr, = " « = fr, ., > 1" alR = y,.mg > 1" a/R
Como a = a,, /R, resulta: M, > p /5
Ejemplo 132

La barra de la figura, en el plano vertical, esta sujeta a un eje fijo horizontal sin roce y cae por
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su peso. Expresar la fuerza que el eje E m \/
ejerce sobre la barra, a medida que ésta cae.

Solucién: E \

2F = -f =m.a, ; a =-a,+a, =-a.senB + a.cosO
2F, =-f, + mg =m.a ; a, = a,+a, = a.cosO +a.send
Pero: a_ = o'. 2 y a, = a.l2

Por otro lado: a=YXM/IF = mg [(l2).sen0)]/I°

mientras que @ se puede calcular a través de: W, = AE, _ W =1 @2

todas

Ahora se tienen todos los datos como para expresar f = (@), f =1(6) vy por
consiguiente f, = f(8) , ya que ' = f +f°.

Ejemplo 133

Una chapa cuadrada homogénea, de masa m y lado L,
se encuentra articulada en Q , con un piso horizontal.
Si se la libera desde la posicion indicada, vy la articulacion
no ofrece roce, calcular:

a) La velocidad angular que adquirird justo antes de que
uno de sus lados toque el suelo.

b) El médulo de la fuerza que la articulacion ejerce sobre
la chapa en ese instante.

Solucién:

a) La energia mecdnica en la posicion | serd
igual a la energia mecdnica en la posiciéon 2,
ya que la Unica fuerza que ejecuta trabajo

es conservativa: el peso.

Em, = Em, Ep, = Ec,+ Ep,

mg. 1.2712 = %1% e + mg 12
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Pero: 1°=m. /6 + m.h" =23m. . Luego:

b) Calcularemos la fuerza que la articulacion
ejerce sobre la glapa_g través de sus vectores
componentes F_y F .y descompondremos

Y
también a 3 sobre los ejes x e y para calcular
las componentes centripeta ( a_) y tangencial ( a, )
de la aceleracion del centro de masas.

2f =F -P =F -P.send =
_ 12 _
ST =m3, =F -mg2°/2=ma,
2f, =F -P =F -P.cosO =

Fo-mg.2"/2 =ma

SME =1 —  P.U2=23m L%

(1

()

a

CUERPO RIGIDO

o =3g (2"-1/2.1

= a = 3/4 gl

a, =o.R=al2% =238g2"

a=o. R=[3g(2%-1)/2.1.L.2"2 = 3/4g (27-1).2"

Remplazandoen (1) y (2): F = mg (6-2")/4

X

Por lo tanto, el modulo que pide el enunciado vale:

112
F, = 7/8mg. 2

F={[mg(6-2")/4]1" + [7/8mg. 2"]"}

Ejemplo 134

Una varilla sin peso, que tiene fijas en sus extremos las masas

puntuales m, y m,, estd suspendida del eje E horizontal

sin roce y se encuentra sujeta, en reposo, formando el
angulo B que indica la figura. Calcular la velocidad de
la masa m, en el instante en que la varilla, una vez
liberada, pasa por la direccion vertical.

DATOS: m, ;

comy (m>my) s Ll

Solucién:

El conjunto masas-varilla es un cuerpo rigido, que tiene
un CM por el que pasa la fuerza peso que genera

un momento respecto de E, y por consiguiente

una aceleracion angular variable.

Siendo las fuerzas externas el peso total 3 y la
fuerza f, que el eje E ejerce sobre la varilla, la

energia mecdnica del conjunto se conserva dado
que la Unica fuerza que ejecuta trabajo es
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Ev, =Ev, ; P=m..g ; m =m+m, ; M.g Xy .(I-senp) = %I o
h
X, Se calcula de acuerdo a lo visto en SISTEMAS de PARTICULAS. De manera que de la

anterior se obtiene @, y con este valor la rapidez v solicitada:
v=oml

2

Observacion: En ejercicios como éste, en el que se ve a particulas describir trayectorias
circulares, algunos alumnos tienen la tendencia de plantear las ecuaciones horarias
correspondientes al MCUV por el hecho de que existe aceleracion. Esto esta mal, porque

la aceleracion angular no es constante: o = XM'/1° = P.x,,.cos B/1°.

i o depende de B, como puede verse !

Ejemplo 135

Una varilla delgada cuelga de un hilo atado al clavo E, como muestra la figura, y se la suelta
desde el reposo en la posicion | . La varilla llega a la direccion vertical, 2 , en la que se corta
el hilo y a partir de la cual contindia moviéndose
libremente y girando en torno de su centro

de masas.

N

Calcular la distancia h que
recorre el CM durante el
tiempo en que la varilla

pasa de la direccion

vertical a la

horizontal

(posicion 3).

=
o

e e ik

DATOS:
varilla homogénea de masa m; 6; |,d; 9 ,

Solucion: R - O
Mientras la varilla esta colgada del hilo, su centro de masas describe una trayectoria circular; ni
bien se corta el hilo, el CM continda moviéndose libremente describiendo una parabola, a la
vez que la varilla gira en torno suyo en sentido anti horario en el pla_go de la figura. Por otra
parte, dado que sobre la varilla la Gnica fuerza que ejecuta trabajo es P (la tension del hilo es
perpendicular a la trayectoria), se conserva la energia mecdnica:

E, = E, = m.g [(U2)+d].(1-cos®) = LI"@ =— ®

Como a partir de la posicion 2 la varilla gira tan solo bajo la accion de la fuerza peso que pasa
por su CM , el movimiento de cualquier punto de la varilla respecto de este CM es un MCU
(con ® constante). Mientras tanto, el centro de masas describe una trayectoria parabolica con
un MRUV en la direccién vertical. Por ello, valen las ecuaciones:
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La relacion entre el momento de la fuerza resultante respecto de un eje fijo y el impetu angular
del cuerpo rigido respecto de dicho eje, derivd en la ecuacion YM' = I*. @ que usamos hasta
aqui para_)resoI\L)er varios problemas. Pero ahora veamos como podemos transformar la relacion
entre YM® y L° en otra expresion igualmente til.

> > > > >
SME = M, = dL/dt M. dt = dLf

R

> >
Al producto M’ .dt selollapa dG,, y a esta accion en un tiempo finito se la llama
Impulso Angular de la resultante R respecto de E.

L ts > >
Resulta: [dG, = [dU G, = Al
0 0

R

De manera que puede expresarse que el {mpetu angular de un cuerpo rigido se conserva si
es nulo el impulso angular de las fuerzas externas sobre el CR .

Esta ley de consegvacion es valida también para una particula y para un sistema de particulas,

considerando a L°, como la suma de los impetus angulares de las particulas componentes del
sistema, segln se ha visto.

9
En cuanto al hecho fisico, obsérvese la analogia entre la expresion. G, = AL" y la
correspondiente a la relacion entre el impulso lineal y el impetu lineal: TR = Ap.
En un caso hablamos de relaciones angulares, y en el otro caso de relaciones lineales. Pero
hay un vinculo entre las mismas, que se puede deducir asi:

t t t
> > > > > > > >
G o= | M.dt = [ (FAF)dt = Fa[Fdt = FaJ
0 0 0
3> >
ran] = AL

Ejemplo 136

A una esfera apoyada sobre una superficie horizontal se le aplica un impulso T por encima de
su ecuador, como muestra la figura.

Calcular la distancia d entre el CM vy la T m, R
direccion del impulso para que la esfera entre

en rodadura inmediatamente después del golpe.

Decir, justificando, si debe haber roce entre la

esfera y la superficie sobre la que se apoya, para

que suceda el efecto de la rodadura.

Solucién:
> > 0
| = Ap = | = Ap = m.v,, - m.VJ, = m.v, (N
> > > 0
A = ALY = d)senll2 =170 - 1Y 4 = 1" o )
Rodadura = v, = ®.R (3)
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Combinando (1), (2), vy (3): d=25R

En cuanto a| roce, se observa que no aparece p en el andlisis. La esfera entra en rodadura si
el impulso T estda 2/5de R, haya o no una superficie rugosa de apoyo.

Ejemplo 137

Una barra de seccion uniforme estd compuesta por una mitad de madera y una mitad de
hierro. Se sujeta en el techo con una articulacién sin roce, y se le aplica un impulso en el
extremo de hierro. Luego se sujeta en el extremo de hierro y se le aplica el mismo impulso en
el extremo de madera. Responder si en ambos casos se obtiene la misma velocidad angular,
al cabo del impulso.

Solucién:

En Ia_s)ecuaciones que siguen trataremos directamente con los componentes de los vectores,
* [’y @, dado que estos tienen la misma direccion y el mismo sentido.

madera

El centro de masas sefialado en las figuras es el correspondiente a toda la barra. Naturalmente,
CM se encuentra del lado del hierro, por ser éste de mayor densidad que la madera; por lo que
el momento de inercia mayor se da cuando el hierro estd mds alejado de la articulacion. Es
decir, I°, > I, . Se desprende entonces que no son iguales las velocidades angulares que se
obtienen en una u otra situacion; se cumple:

Es dificil apreciar en la practica la veracidad del resultado obtenido en el Ejemplo 136 . En el
juego del billar se puede observar que un golpe encima del ecuador de la bola ocasiona un
movimiento que a veces se inicia con la esfera patinando; aunque, desde ya que un golpe por
debajo del ecuador provoca con seguridad un deslizamiento o una patinada, ya que el punto
de la bola en contacto con el pafio no adquiere inicialmente una velocidad cero.

> > >
Otra manera practica de verificar la ecuacion " A | = AL™ escon un plato de cartén
al que puede hacerse girar horizontalmente a mano, colgado de un hilo que pasa por un
agujero ubicado en su centro de masas. Se observa que en estas condiciones cambia el plano
del plato después de un golpe de direccion vertical aplicado en uno u otro de sus extremos ...
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a) >
|
gT | LCM
i
i
T L r ! :
< , , '
l I anverso\l/ eje CM !
— = ' anverso
CM
b) (instante en el > !

‘|T .

= ! I. reverso !

CM que aparece | ) I
T ( después de aplicar T)

> P > E :
Si tomamgs la regla del tirabuzén para @, L, My , en el caso a) el vector impulso
CM .
angular G =1 T tiene el sentido saliente a este papel. Esto se debe a que, como en

todos los productos vectoriales, el sentido del vgtor resultante se obtiene rebatiendo al
primero sobre el segundo; en este caso, al rebatira r" sobre % el giro es antihorario y por lo
tanto, de acuerdo a la regla del tirabuzon, el vg)ctor resultante es saliente. Es decir, resujta
saliente AL™ que tiene el mismo sentido que G™; por lo tanto resulta saliente el vector [
que, siendo perpendicular a la cara del disco (plato), hace girar a éste mostrando su anverso.

El mismo agélisis se hace para el caso b), con lo que queda justificado el hecho de que luego
del golpe (] ) el plato muestre su reverso.

Ejemplo 138

Una varilla rigida, que cuelga verticalmente de un eje horizontal sin roce, es golpeada
por una pelota como muestra la figura. a) Decir qué magnitudes se conservan, y por qué.
b) Hallar el méximo dngulo © que la varilla toma respecto de la vertical. ¢) Para esa posicion
de maximo apartamiento determinar la aceleracion del centro de masas de la varilla, y
hallar las fuerzas en el eje

A0 (eie)
. ml
DATOS: > m
a 2 tra ectoria de la

L M ﬁ(—mo ota posterior
m =1lkg;l=01m; m=01Ikg; al choque
Xx=0Im;u=10m/s;g= l0m/s
IO = /3 m, . lz “’«

_______ | | X %
Solucién:

9
a) Se conserva L’ porque, durante el choque, no hay momentos de fuerzas externas
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respecto de “O” (las direcciones de m_l>g y m_z>g pasan por O) ; se conserva la energia
mecdnica de la varilla a partir del choque, porque no hay fuerzas de roce en el eje y la Unica
fuerza que realiza trabajo es la del peso de la varilla (la fuerza que el eje ejerce sobre la misma
no se desplaza).

> > >
b) L, =cte. = L.=L, => mul2+0="®-m.v.l2
1O (eje) x=v.t ; Ygt=12
> Combinando las ecuaciones precedentes: ® =165 1I/s
v
*’O ' o 2
Evaiy = Cte. =>  m.g. (U2).(1-cos0) = %I @

Taag,
ey
~
~
.
.,
.
.
g
.
.
.
.
.
O
.
.

0 =2847°

M =1 a = m.g (U2).sen® = I". a

a, = (U2).a =747 mls’

a_ =0
N-m.gcos®=m.a =0 = N = 092N
m.g.sen® - T = m_.a = T=248N

Ejemplo 139

Una masa m, estd unida a otra masa m, mediante una barra rigida de masa despreciable.
Se apoya el conjunto sobre una superficie horizontal lisa,
como indica la figura (barra rigida vertical), y luego se lo
suelta tras desequilibrarlo levemente.

a) ;A qué distancia de A choca la masa m, contra el
piso? b) ;Qué magnitudes se conservan durante la caida?

Solucién:

> .
a) Las fuerzas externas a este CR son [ y N, ambas verticales que pasan por el centro de
masa. Por lo tanto éste se acelerard y caera verticalmente sobre el punto de apoyo A ,
mientras que m, golpea al piso a una distancia x,, :

o]

oy Xey = (mM.40 + m,.0)/(m +m,) = 30cm
SEA& De manera que m caea 10cm de A.
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b) Se conserva la energia mecdnica. De las dos fuerzas que actdan solamente la fuerza
conservativa “peso” es la que ejecuta tragajo, puesto que N se desplaza en forma
perpendicular a su direccion. Por otra parte N genera un momento respecto del CM que
hace que L™ no sea constante.

Ejemplo 140

Un cilindro hueco de masa m y radio R ‘\l
descansa sobre una mesa horizontal.
Sobre el cilindro actua la fuerza ? de
magnitud igual a rﬁg y direccién siempre

4

vertical, aplicada en el punto A. Si el > >
o . L F Fv
cilindro se libera desde la posicién de

reposo y rueda sin deslizar, describir el ?;

movimiento de su CM (si es MRU, dar
su velocidad; si es un MRUV, dar su aceleracion; si es otro tipo de movimiento, dar sus
caracteristicas).

Solucién:

SM*"=1"a = -FRsen®+fi.R=mR.a
2F=ma, =— fr=ma,= mRa (I)

Si sen@=6: -mg.RO+fr. R=mR.a (2

Combinando (1) vy (2): -0 -Ra=Ra

- (g/2R). 0 = o = d'0/dt’

Es decir, para @ pequefios se trata de un MCAS con @’ = g/2R . De donde surge
que el cilindro oscila en esas condiciones con un periodo T = 2I1. (2R/g)" .

Como lo que se estaba tratando en los Ultimos ejercicios era la cuestion del impetu angular y
de susy de las leyes de conservacion, es bueno que contestes si alguna magnitud fisica se
conserva, justificando la respuesta.

Ejemplo 141

El disco | giracon @ ycae sobre el disco 2
que se halla en reposo sobre una mesa sin roce.
Luego, por roce entre los discos, ambos quedan
adheridos y terminan girando a la velocidad

angular ® .

a) ;Qué magnitud se conserva? b) ;jCudnto vale @ ?
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Solucién:

> >
a) Seconserva L', , porque no hay fuerzas externas que generen M° . En cambio no se
conserva Ec.  porque hay fuerzas internas (roce) que generan trabajo, como queda

SIS

demostrado en el inciso siguiente.

b) Si: L', = cte. = L', = L',
1o = (1'+1)) @ = o = [I'/(1'+)] @
Encuantoa Ec : Ec,. = %1 o
ESISf—'/z(I1E+IZE).(oz = B+ L) [ (L + 1) ®f

Comparando ambas expresiones es facil observar que Ec . < Ec , . La pérdida de energia

se debe al roce entre los discos, que genera elevacion de temperatura en los mismos.

Todos los casos contemplados hasta ahora fueron sobre objetos planos, o, en caso de figuras
de revolucién, objetos que podrian considerarse compuestos por rodajas planas paralelas y
superpuestas. Para todos ellos se cumplia que el vector ® era paralelo al vector impetu
angular L. Pero veamos ahora, a través de un caso particular, como a veces no se da esta
situacion.

Tomemos a un cuerpo rigido formado por dos masas puntuales unidas por una barra sin masa
en forma de “zeta”. Si las masas y la barra se encuentran en el plano de este papel, y se
pretende hacer girar al conjunto en torno a un eje que pasa por el tramo central de la barra,
cuando la masa m, sale del papel (se indica con un punto - “la punta de la flecha” del
vector 31 - ), la masa m, estard penetrando en el mismo (se indica con una cruz - parte
trasera de la flecha del vector B, - ). Al cabo de media vuelta m, entray m, sale.

E
m, i (3 fCM T_)crv] ; :1 3 m,
r@— v/ AN e O
L
T %f § T
CM _; LCM M
rz
Figura | |_® B _P>z G i | Figura 2
N m N

9
Las direcciones y los sentidos de los vectores L se obtienen rebatiendo a los vectores T

(respecto del CM) sobre los vectores f)>| , como sucede en cada producto vectorial:

> >

> >
> > M M ™
= AP, L" =L" +L7,

9
M > > ™
L = LAp L 2

9
Al girar el CR manteniendo a & constante, el vector L™ gira también describiendo un
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cono. Es decir, no se mantiene paralelo a D ni permanece constante (solo su modulo es
constante). Por lo que debg existir un momento de fuerzas externas respecto del CM para
generar esta variacion de [ . Es imposible, pues, que un cuerpo de estas caracteristicas
pueda girar libremente en torno a un eje como E, “entre las estrellas”. Hace falta una guia o

una “sujecion” que genere el momento mencionado para que ello sea posible, como se
muestra en las figuras siguientes:

> >
x dLCM ° dLCM |%>

o >, W

cupla L] cupla ?

> >
Bujes cm T M¥, = dL™/dt
> >
F) sentido M = sentido dL ?

b= @ -—{

. i : i .
Figura 3 Figura 4

Enla Figura | hayun diCM entrante al papel, porque el vector ?M gira describiendo un cono
y su punta penetra en el caso del giro del CR indicado. Por lo tanto debe haber un momento
también entrante al papel, generado por el par de bujes que obligan al brazo central de la “z” a
mantenerse derecho. Las flechas dibujadas en la Figura 3 son los vectores fuerza que los
bujes aplican al eje y que son parte de la cupla cuyo sentido es entrante, si aplicamos la regla
del tirabuzén.

9
Un andlisis similar_yale para la Figura 2 en la que L™ estd en el plano del papel, pero girando
y generando un dL saliente que Gnicamente puede ser provocado por un momento también
saliente ( ver Figura 4 ).

N 9CM > .. . .,
Sibien L™ noes paralela a @ para este cuerpo rigido girando forzadamente como viéramos,
M . > .
hay una componente de L™ que si es paralela al vector @ . j Debes intentar demostrar que
esa componente, L™, , esiguala: 1. o !

Cualquiera sea la _&)rma de un cuerpo rigido, existen tres ejes pasantes por su CM para los
>
que se cumple L/ & .

Esos ejes se llaman ejes principales de inercia , y son perpendiculares entre si

Alrededor de esos ejes el CR puede girar libremente en el espacio sin necesidad de fuerzas
externas, ya que L™ es constante. En el ejemplo que se estd desarrollando, son ejes
principales de inercia:

m, m

* el que pasa por las masas () : _._O ZO_.E‘.
* el que es normal al plano del CR (E)) : O ! O
T
* el que es perpendicular al plano formado m I B m

por los anteriores.

Si se desea facilitar la rotacion de un cuerpo rigido como el de la barra en forma de “z” , al que
habia que aplicar bujes fijos para que pudiese girar de la manera deseada, pueden agregarse
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masas que, aunque no signifiquen piezas Utiles en;el aparato, logren para el conjunto un

impetu angular paralelo al vector velocidad angular ( L™ // e ):
|

N _O equilibrantes

il

: aparato atil

M T!Ta

Un CR puede girar con equilibrio dindmico (-I_>CM e ) ¥ necesitar de auxilio externo. Tal es
el caso de la figura siguiente, en la que se ve a un
cuerpo rigido girando alrededor de un eje paralelo
a un eje principal. En este caso hay desequilibrio
estdtico, porque hace falta una fuerza externa
(la de la barra) para sostener al disco en el plano
de rotacion y proporcionarle la aceleracion
(centripeta) al centro de masas.

O~

=V

Hemos visto como cambia de direccidén el vector impetu angular ante la aparicion de un
impulso angular. Veamos ahora qué sucsde cuando el impulso no es de corta duracién, sino
que el momento dg fuerzas externas, M permanece actuando luego del cambio de
direccion inicial de [ .

ext ’

9
CM
eje E L

9CI\/]
ﬁw \ dt

> >
(L™ +dL™)

> > . .. . > . . .,

Como M =d["/ dt, se ve que la direccion vy el sentido de M™" son iguales a la direccion y
el sentido de dL™, lo que se observa en la figura. Pero en realidad no es que aumente el
- TCM . . . . . CM -
médulo de L, sino que gira el plano de la rueda; y si persiste M~ siempre | a cada nueva
direccion del impetu angular, el giro puede completar vueltas en torno del eje L a este papel,
en este caso. En la figura el eje de rotacion es E; de manera que lo que podemos decir es
que aqui E gira en el plano de este papel.

A la velocidad angular con que gira el eje de rotacion se la llama velocidad de precesion.

Uno puede intentar sostener a una rueda de bicicleta por la punta de su eje; pero si la rueda no
gira, es imposible lograrlo. Ahora, si por algiin medio la hacemos girar y apoyamos la punta
del eje sobre un soporte (ver figura), en lugar de caer la rueda su eje comienza a rotar en el
plano horizontal. ;Qué sucede? ...

m
En el caso de la figura, el peso mg genera un fueda r @
momento respecto de O entrante al papel —_—
(regla del tirabuzén).  Esto hace que se genere O A
una variacion de impetu angular tal que los rﬁ>g

> . o
vectores M° 'y a° tengan la misma direccion
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y el mismo sentido.
El ele O-A comienza a girar horizontalmente, con A penetrando en el papel. Es el

movimiento de precesién, cuya velocidad angulares: Q = dé/dt .

9
7] . 2 9o 9o - . I_O 9o o o
Desde arriba”, los vectores L° y dL” se verian asi: ide ‘l I dL L°. d6 =dL

e . > , . .
dL® hace girara L’ un dngulo d@ , de manera que la velocidad angular de precesion resulta:

Q = do/dt = (LYt = [dU(C@)])/dt = M/ . @

Finalmente, Q=mg.D/lI'"®

La ecuacién dice que cuanto mas grande es la distancia del apoyo (O) del eje al plano de la
rueda, habrd mayor momento y mayor sera la velocidad de precesion, cuestion que es facil de
demostrar practicamente.

Lo que muestra la experiencia es que no es exactamente horizontal el movimiento de O-A . El
eje de rotacion comienza a girar, pero el extremo A oscila: primero cae y luego se eleva, para
luego volver a caer y a subir ... Este es el movimiento de nutaciéon que se superpone al de
precesion. La explicacién del fendmeno pasa por la conservacion de la energia: para una
misma cantidad de Joules, si de pronto comienza la precesién debe disminuir la energia
potencial para compensar el incremento de la energia cinética; pero al caer la rueda, el eje
obliga al apoyo a ejercer mayor fuerza contra el mismo, acelerando al CM de la rueda hacia
arriba. Luego se repite el ciclo.

El trompo es un caso cldsico en el que se observan estos movimientos. Si se apoya en el piso
el eje fisico de la rueda que gira, ésta oficia de trompo. El eje describe un cono v,
evidentemente, el CM de la rueda gira también. Cabe preguntarse: ;sucederia esto si la punta
del eje se apoya sobre un piso liso? ... ;Tu qué crees?

Ejemplo 142

Un trompo cénico gira apoyado sobre su vértice con una velocidad angular @ , con su eje
inclinado un angulo O respecto de la vertical. Calcular @ sisumasaes m,sualtura H, el
radio de su base R vy la velocidad de precesion Q .

Solucion: Aqui describe un circulo horizontal el vector LSen 0 - b
oo Q = dp/dt = (dL°/L°sen B)/dt = ﬁ

—>
L’sen O
= [dU'/(I'e. sen@)]/dt = M’/ T'®. sen 6

Siendo I’ = 3mR*/10 (p4g.190), resulta:
Q =[mg (3/4H).senO]/[m.R. @.sen O .3/10] =

= [5.g H/[2.R. @] jlIndependiente de© !

®=[5gH]/[2R. Q]
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Veamos a continuacion, a través de dos ejemplos, como la precesion aparece en la rotacién de
cuerpos celestes y también en el mundo atémico.

La Tierra es un gigantesco trompo que tiene un movimiento de precesién con un periodo de
25 920 afios . Las causas de este lento girar del eje terrestre se deben al momento que
generan sobre nuestro planeta la Luna y el Sol, si bien el correspondiente a este dltimo es adn
mds pequefio que el que genera nuestro satélite natural.

a) situacién “hoy”
estrella polar > >
\ () My d°

\ (entrantes al papel)

—F> Luna
€1
------------------- “O
+ Tierra 2
b) situacion dentro de
12 960 anos Oestrella polar > >
\ (& Myd
\ (salientes del papel)
\\ 90
N L
Luna F) ecuadorﬁ > > Luna
o T — o B &
1 gL-T K )
1 Tierra 2

En la ilustracion aparece exagerada la excentricidad de la Tierra; pero es ésta la causa del
momento que le aplica la Luna, sobre todo en las posiciones | y 2, ya que atrae mas a la
parte cercana de la Tierra que a la que estd mas lejos; y por lo tanto es la causa por la que rota
el impetu angular [°. Como 0 es del orden de 23.5 °, dentro de unos |3 000 afios la gente
vera que el eje N-S del planeta esta apartado de la direccion Tierra - estrella polar unos 47 ° .

En cuanto al “mundo atomico”, la técnica de la resonancia magnética nuclear utilizada en
algunos diagnosticos por imdgenes, se basa en el efecto trompo que se consigue sobre los
nicleos magnetizados de algunos dtomos, mayoritariamente de hidrogeno. El cuerpo del
paciente se somete a un campo magnético intenso que orienta a los nicleos atémicos y los
obliga a precesionar; luego se superpone a este campo, en el plano estrecho que se quiere
visualizar, un campo electromagnético con una frecuencia que se puede ajustar a la de Ia
precesion. Cuando se logra la resonancia, se detecta y registra el conjunto de los dtomos
“radio receptores” , obteniéndose la imagen deseada. La velocidad de precesion es funcion de
la intensidad del campo magnético, como lo es la del trompo respecto del campo gravitatorio.
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Hasta aqui hemos tomado al centro de masas como el punto en el que estaba aplicada la
fuerza peso. Sin darnos cuenta, estdbamos considerando en cada ocasion que el cuerpo rigido
en estudio se encontraba dentro de un campo gravitatorio de intensidad constante.
Desprecidbamos el tamafio del cuerpo frente al espacio en el que se encontraba, por lo que era
vélido considerar a la gravedad como constante (g = cte.).

Pero no siempre es asi. Veamos.
CENTRO DE GRAVEDAD

El peso de un cuerpo sabemos que es la fuerza con que la Tierra, u otro planeta o satélite
natural, lo atrae. Pero es también la resultante de las fuerzas de atraccién sobre las particulas
componentes de dicho cuerpo. Si por las dimensiones de éste algunas particulas son atraidas
con mayor fuerza que otras, porque 2 no es constante, entonces el peso total, la resultante
de todos los “pesitos”, pasa por un punto llamado centro de gravedad , que no coincide con
el centro de masas.

Tal es el caso de la Luna. La cara mds cercana a nuestro planeta se encuentra en un campo
gravitatorio terrestre mas intenso que el que rodea a la cara lunar mas alejada. El centro de
gravedad de la Luna, pues, no coincide con su CM .
Como la Luna posee forma elipsoidal, hace miles de
afios la fuerza ﬁ generaba un momento respecto

del CM obligando a la Luna a oscilar como un

cuadro que se desequilibra, colgado de una pared.
La Luna presentaba la misma cara, pero oscilante.

Con el tiempo la energia cinética de oscilacion e
alrededor del CM se perdi6 en el trabajo de las

fuerzas internas eldsticas de deformacién, y la Luna

dejo de oscilar para terminar presentando la misma

cara, “quieta”, a la superficie de la Tierra.

CR EN UN SISTEMA NO INERCIAL (SNI)

Conocemos la experiencia de tener que inclinarnos hacia la concavidad de la curva si
doblamos una esquina en bicicleta o en moto. Cuanto mas rdpidamente giremos, mds
tendremos que inclinarnos para compensar una fuerza que tiende a tumbarnos hacia afuera.

La figura muestra a un motociclista con
su moto vistos de atras y girando hacia
la izquierda. La inclinacion se busca
instintivamente para evitar ser tumbado
en el sentido horario por el momento
de la fuerza de roce respecto del CM ;
al inclinarse, el gotociclista logra que
o) la direcciéon de N se corra de la que
pasa por el CM , generando asi un
momento que compensa al anterior.

motociclista

zV

centro de la curva

9
fr
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Ahora, considerando a O como un punto por el que pasa un eje instantaneo de giro, cabria
preguntarse por qué no se produce un vuelco hacia la izquierda debido a la accion del peso, ya
que ni ni % generan momentos respecto de ese eje. La respuesta es que siendo el
sistema hombre-moto un sistema no inercial con aceleraciéon centripeta hacia el centro de la
curva, aparece una fuerza ficticia que tiene un sentido contrario al de la aceleracion que
produce un momento que compensa al del peso.

Cabria preguntarse:
¢ Por ddnde pasa la fuerza ficticia ( ﬁ’) en un cuerpo rigido ?
El cuerpo rigido de la figura, de masa m , estd acelerado hacia la derecha (K) . Tomando

momentos de las fuerzas ficticias respecto de un punto fijo (O), se obtiene el siguiente
resultado:

90 90 0]
Mf* :ZMﬁ:Z(ri/\|) =
H = S[P ACRdm)] =
—_—
= YA AZ[T.dm] =
= Z/\?CM.m = F%CM /\(—Km)
%/_/
9
f*
9
M, = F}CM/\ﬁ

Conclusion: [ la fuerza ficticia pasa por el CM !

Ejemplo 143

La chapa de la figura se encuentra apoyada sobre una mesa horizontal, lisa, fijada
firmemente a un tren que se mueve con E

>
aceleracion a,. Sobre la chapa, que
puede girar libremente alrededor del ? >
. . . a
eje E unido a la mesa, actia la m \
fuerza ? , en el punto que se indica.
Calcular la aceleracion angular de la chapa respecto de E .
Solucion:
Mientras dura la aceleracion i actta una fuerza ficticia sobre la chapa, que pasa, como se
acaba de demostrar, por su centro de masas. De manera que la fuerza real ?tiende a mover

la chapa en sentido antihorario, mientras que la fuerza ficticia tiende a girarla en sentido
horario.
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Con la referencia  \ N

SM = +(f.d)-(f*.d") = F.a

9
1= m.[3 |

La fuerza ficticia que aparece sobre un cuerpo rigido que se encuentra en un sistema no
inercial modifica las ecuaciones:

S. 1 S.N. I

> > ) > > >
2t = m.a, 2P+t = moa,

> > > > >
2M = dl/dt > XM+ M. = dldt
DM = I a XM+ M. = INa
Z\A/reales = AEC ) Zwreales + Wf* = AEC

Ejemplo 144

Un cilindro homogéneo, de masa m vy radio R, se encuentra en reposo sobre una tabla
horizontal. El coeficiente de roce entre ellos vale p . De pronto se le comunica a la tabla una
aceleracion constante, 3 , en direccion horizontal perpendicular al eje del cilindro. Calcular:
a) la aceleracion del cilindro respecto de la tabla, en ausencia de deslizamiento; b) la energia

cinética del cilindro cuando el eje se desplaza d sobre la tabla; c) el valor limite a_. para el

cual no hay deslizamiento.
Q .
9
a

®
1< d |
Solucién:
f*-fr = ma,
a) Desde tabla (SNI) : >
N frrR = ™Mo
9
<_h f ‘@ 7l = m I3
9
+ fr a, = o. R
9
mg
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Resolviendo el sistema de ecuaciones y teniendo en cuenta que I = % m. R, la aceleracion
del centro de masas del cilindro respecto de la tabla resulta:

a., = 2/3a

CM

Pero cuidado con los signos. La expresion final se refiere a que el médulo del centro de masas
es igual a dos terceras partes del modulo de la aceleracion de la tabla. El sentido de &, es,
viendo el sistema de referencias adoptado, contrario al de 7.

b) Desde tabla (SNI) :

SW,_. + W. = Afc = Ec - &

reales

Como el cilindro se encuentra en rodadura, la fuerza de roce no ejecuta trabajo. Por lo tanto la
ecuacion anterior se reduce a:

W Ec — f*.d = Ec — Ec = m.a.d

foo =

. .. .. > ™ .
c) Se obtiene la aceleraciébn mdxima de la tabla, &, , cuando el cilindro esta a punto de

resbalar. En esas condiciones la fuerza de roce vale p. N, de modo que queda:

ICM

m.aCM:améX—u.N X l_,lNR: Lo : aCM:O(..R a. :3“g

max

Fuerzas tidales y mareas

Los astronautas y las cosas existentes y sueltas en una capsula espacial “flotan”™ como si no
existiese gravedad. Pero, lejos de ello, estos objetos pesan a 400-500 km de altura
practicamente lo mismo que sobre la superficie de la Tierra, si tenemos en cuenta que se
distancian menos del 10 % del centro de masas del planeta ubicado a unos 6400 km debajo
de su superficie.

;Qué sucede, entonces? ....

El satélite gira a gran velocidad (a esa distancia de la Tierra, a unos 30 000 Km/h) sobre una
orbita curva; estd acelerado, con aceleracion centripeta, por lo que se constituye en un Sistema
No Inercial. Cada cuerpo de masa m ubicado en la capsula esta sujeto a la fuerza real de
atraccion gravitatoria: f, = G.m,. m/ ', yauna ficticia , “centrifuga” , de valor:
f = m.Vv/r endonde r es el radio de la 6rbita o la distancia del centro de masas del satélite
respecto del centro de masas de la Tierra. En las condiciones de “flotacion” estas fuerzas son
de igual modulo pero de distintos sentidos, por lo que, no habiendo fuerzas netas sobre los
cuerpos, ninguno de ellos posee aceleracion relativa al satélite.

Pero esta situacion se da para los objetos muy proximos al CM del sistema de particulas
cdpsula, hombres, objetos. El alejamiento de un astronauta de este CM , en el sentido radial,
implica que se desequilibre la ecuacion -G.m,.m/r" + m.v/r = 0. Un alejamiento d
de la trayectoria del CM genera sobre el astronauta una fuerza no inercial T* = £f,.3.d/r,
llamada tidal , que lo aleja de la trayectoria del satélite. No obstante, hace falta un
distanciamiento de centenares de metros para que esta fuerza sea del orden de gramos, a una
altura como la del ejemplo. Lo que obliga, de todos modos, a usar una cuerda de unién a la
nave.
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Las fuerzas tidales son las causantes de las mareas. La Tierra y la Luna constituyen un sistema
de particulas cuyo centro de masas se encuentra en la Tierra. (Realiza el calculo, teniendo en
cuenta los datos: m, =736. 10" kg ; 1, = 1,738 10°m ; m, =598 10“ kg
R,=637.10°m ; d,=3,92. 10°m . Verds que el CM del sistema T-L se encuentra a unos
4660 km del centro de la Tierra, 0 a unos 1670 km por debajo de la superficie terrestre). La
masa de agua que estd en su superficie estd alejada de este CM , tanto la que esta mas cerca
de la Luna como la que estd mas alejada. Por lo antedicho, aparecen sobre estas masas sendas
fuerzas tidales que las alejan de la 6rbita en comin y generan las mareas cada 12 hs. .

i Comosellegaa T* = £f,.3.d/r 7:

En la suma de la fuerza real y la fuerza ficticia: - G. m..m/r + m.Vv'/r seremplaza r por
rtd:

-Gm,.m/f+mV/r=-Gm.m/r+mae.r=
=-G.m.m/(rtd)’ + m o’ (r+d) =
=-Gm.m/(rxd)’ + m.Gm. . (rxd)/r (1)

Se ha remplazado @’ por G.m,/r yaque f, = G.m..m/r =m.a=mo"r.

En (1) no se adiciona d en r ya queesta r se refiere a la velocidad angular, que es la
misma para el CM 'y para todos los objetos alejados del CM .

“Gome.m[(1/(rxd)’) - (r+xd)/r] =

(/) [ (r2d)) - (red)/ 0] = - (F /). (0 (r2d)) - (r£d)] =

(/o) - Tr£d))+(rxd)] = (f/r). [((r£d)-7)/(r£d)'] =

(f,/r).[(r£3r.d-r)/r] =+ (f/r).3.d , como se queria demostrar !

En la expresion anterior se han despreciado todos los términos en los que no aparece, al
2
menos, I .

Fuerza de Coriolis

Si un hombre camina por el radio de una pista circular (el piso de una calesita, por ejemplo)
que gira con velocidad angular (3) constante, nota que es especial la posicién que debe
adoptar su cuerpo para compensar una fuerza que aparece al caminar sobre ese sistema no
inercial. Esta es la fuerza ficticia de Coriolis, que ya pasamos a deducir.
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A efectos de realizar mejor los dibujos, imaginemos que mientras el hombre pasa del eje a Ia
periferia del circulo, la plataforma dio una vuelta. ¥ también supongamos que la velocidad del
hombre respecto de la plataforma, V>hp , ha sido constante. En estas condiciones resulta que
la trayectoria del hombre respecto de Tierra (su proyeccion sobre el suelo a través de un
imaginario piso transparente de la calesita) es una espiral.

Segmento OA trayectoria del hombre respecto de la plataforma (Figura 1).
Espiral  OA : trayectoria del hombre respecto de Tierra (Figura 2).
A A A

No
A 1N
. ) .

1
1
1

‘r

'/

=

®ececee®

Figura | Figura 2

> .
v, = velocidad hombre / plataforma
> : .
v,; = velocidad hombre / Tierra
> : :
. v = velocidad plataforma/ Tierra
: >
.: VhT - Vhp + VpT
> > >
v . En | Vi = Vit Von
hT2 ?DTZ ®eccee® . > > >
En2: Vim = Vit Vi

Figura 3

. - . > : , >
El pasaje de 1 a 2 implica un cambio en el vector V.. Es decir, cambian los vectores v, 'y

> . . ..
V:. aunque el primero lo hace solamente en direccion.

El cambio de direccion de v, es tangente a la circunferencia que describe la pista. ¥ en esa
L . . . > . >
direccion también hay un incremento del modulo de v ;. Por lo tanto el cambio de v,;

implica aceleracion, en la que el mddulo de la componente tangencial vale: i
Vhot
>
a, = dv,_ /dt + dv, /dt v,
P p \/de P
dv,,, se obtiene multiplicando v, por dO : dv,,, = v, .do =
En cambio dv;, es la diferenciaentre v, y v cuando Ar == dr (ver Figura 3).
dv;, = V-V =@ (r+d-e.r=ed
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Resulta, entonces: a, = v, .d0/dt + @.dr/dt = v .0 + o v

a = 2.v, .o®

> . . . . . :
El vector a, , ubicado en el plano del circulo y en el sentido antihorario con el que gira la

. . > > > .
calesita, se obtiene del producto vectorial @ AV, , ya que el vector @ es perpendicular al
plano del piso y saliente para el giro considerado (regla del tirabuzon).

Esta aceleracion tangencial, analizada sobre |a trayectoria vista desde el Sistema Inercial Tierra,
es real. La genera una fuerza tangencial real que aparece sobre el caminante, que no puede ser

otra que la fuerza de roce con el piso, cuyo moduloes: fr, = m.a, = m.2.v, . @,

Por otra parte, esta fuerza tiene también una componente centripeta dada por: fr, = m. @". 1.

Pero visto desde la plataforma, Sistema No Inercial, es indudable que actua sobre el hombre
una fuerza ficticia que compensa la fuerza real, para justificar que su marcha sea de velocidad
constante ( 2f_  +f* = m.3 = 0). A la componente tangencial de esa fuerza ficticia se
la llama fuerza de Coriolis, en homenaje a quien la estudi6. La componente radial es la ya
estudiada fuerza centrifuga.

> > >
e = 22m (v, A ©)

Desde Tierra (S. 1.) Desde plataforma_(S. N. I.)

Como consecuencia de la rotacion de la Tierra, la fuerza de Coriolis es la causante de
fendmenos naturales curiosos, como los que se van a ver a continuacion.

Ejemplo 145

Se comprueba visualmente que una de las orillas de un rio que corre a lo largo de un meridiano
terrestre de Norte a Sur, estd mds gastada que otra. Esto es debido a la rotacion del planeta,
que se constituye asi en un S.N.I. . Si el rio se encuentra en el hemisferio norte, deducir cual
es esa orilla.
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Solucién:

Para ver hacia qué lado es empujado el rio,
hay que ver cudl es el sentido de la fuerza de

kA Coriolis. Para ello hay que rebatir el vector
> . > .
v (proyeccion de v_ sobre el plano circular
nor rno

9
del paralelo) sobre el vector @ . El resultado
de este_)producto es un vector saliente a este

papel: f* .

ecuador

i El rio es empujado, pues, hacia la costa occidental !

Ejemplo 146

Un tren avanza sobre un paralelo en el hemisferio sur, de Este a Oeste. Deducir hacia qué via
se reclina: ;la norte, o la sur?

Solucién:

La fuerza de Coriolis aparece cuando un movil
avanza por una direccion radial de un disco que
gira; o cuando tiene una velocidad con componente
radial. Pero en el caso del tren de este ejemplo, no
existe ninguna componente radial. Por lo tanto,

ecuador

j debido a la fuerza de Coriolis, no se reclina sobre
ninguna de las vias !

Para terminar con este tema, digamos que los vientos arremolinados son producto de la
expansion radial del aire cuando por efectos del calor y de la variacién de temperatura se
produce un corrimiento radial.

Algunos remolinos que se observan en los desagilies de las piletas pueden ser debidos a la
rotaciéon de la Tierra. Si el agua desciende por un tubo cénico vertical conectado a la pileta, y
la cafieria no presenta formas como para forzar su circulacion (recuérdese que la aceleracion de
Coriolis es funcién de la pequefia velocidad angular terrestre y por lo tanto la fuerza que podria
desviar el agua es pequefia) los remolinos que se producen en nuestro hemisferio sur son
siempre antihorarios.
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Experiencias sencillas

\4

9
*  Verificacion de X' = m. a,,
Si lanzamos en forma oblicua, girando, un lapiz o una varilla, notamos que su centro
geométrico (practicamente coincidente con su centro de masas) describe una parabola;
se puede ver mejor si se pinta con pintura fosforescente la zona del centro geométrico.
Esto se debe a que la Unica fuerza actuante es el peso , y por lo tanto la aceleracién del
CM es Tg)

Si ahora insertamos en la punta del ldpiz una goma de borrar, y lanzamos al conjunto
girando, notaremos que ya no rota en torno del centro geométrico del ldpiz sino en
torno a un punto cercano a la goma, el que describe una pardbola; se desplazé el CM
hacia ese lugar.

> > >
* Verificacionde [ = A8y 1af = A

Tomamos un ldpiz y lo apoyamos sobre una mesa horizontal, de manera que esté
paralelo al borde de la mesa cercano a nosotros. Si aplicamos a uno de los extremos del
ldpiz un golpe con un dedo (%) , tratando de que el mismo sea paralelo a otro borde de
la mesa, notaremos cémo el ldpiz sale girando sobre la mesa en torno a su centro
geométrico, mientras éste se desplaza paralelo al borde mencionado (con la direccion y
el sentido del golpe aplicado).

*  Observacion del sentido de la fuerza de roce

Si dejamos caer una pelota girando, al tocar la mesa rugosa o el suelo va a rebotar hacia
el lado en que la impulsa la fuerza de roce; de lo contrario, ante una mesa lisa, la pelota
rebotaria verticalmente hacia arriba:

sentidg de

rotacion J@ 7 @ J@ '(@
\4

* Inclina la mesa en tu casa para usar su tablero de plano inclinado, y deja rodar
partiendo desde el reposo y del mismo lugar a cuerpos cilindricos macizos y huecos
(saleros, anillos, soportes de papel higiénico, palos de amasar, y otros objetos que
puedes encontrar en la casa). Veras que, independientemente de su tamafio y peso, los
cuerpos cilindricos macizos llegan antes al final del recorrido.

*  Una manera de hallar el momento de inercia de un cuerpo rigido plano de forma

irregular (o no) respecto de un eje perpendicular que pasa por un punto E del mismo
(I), es haciéndolo oscilar con pequefias amplitudes alrededor de E y medir su periodo
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de oscilacién (es conveniente que dé muchas “idas y vueltas” para medir el tiempo
total, dividir por el nimero de oscilaciones y de esa manera disminuir el error en la
medida de un periodo T) . De la expresion vista: T = 2. (1°/ m. g. d )" para este
tipo de movimientos pendulares, en la que m es la masa del cuerpo rigidoy d Ia
distancia entre el eje que pasa por [ vy el centro de masas, se despeja la incognita I°.

Ahora: ;cdémo conocer la ubicacion del CM , es decir, la distancia d 7 ...

Cuelga al cuerpo rigido de E 'y traza a partir de ese punto una linea vertical, con la
ayuda de una plomada. Luego cuélgalo de otro punto y repite la operacion trazando
otra linea vertical. El centro de masas, que coincide con el centro de gravedad porque
consideramos el campo gravitatorio constante, se encuentra en la interseccion de las
lineas dibujadas sobre el cuerpo rigido:

Para verificar practicamente la validez de la expresion T = 211. (1I°/ m. g. d )",y que
por lo tanto estamos siguiendo un camino correcto con este procedimiento para
averiguar el I de cualquier cuerpo rigido, usa un aro y hazlo oscilar alrededor de un eje
horizontal fijo, como en el caso anterior. Aqui sabemos que la distancia entre el centro
de masas y el eje es el radio del aro, porque el CM se halla en el centro de su
circunferencia.
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Es obvio que “fluidos™ se refiere a algo que fluye. Un liquido o un gas fluyen ocupando
recipientes y adoptando sus formas, con la diferencia que los liquidos establecen niveles
horizontales. Los fluidos no soportan esfuerzos tangenciales (o de corte), y sus moléculas
adoptan posiciones al azar, a diferencia de la estructura cristalina de los sélidos.

La razén por la cual esto sucede, a diferencia de los sélidos, es que las fuerzas intermoleculares
son mas débiles en los fluidos, los que se comportan de la manera conocida ante la fuerza
externa gravitatoria. “Entre las estrellas”, o en el ambiente de una capsula satelital, los liquidos
forman enormes “gotas” y los gases se apelmazan (al fin y al cabo, enormes nubes de
hidrégeno formaron las primeras estrellas y galaxias por atraerse sus dtomos, en vez de “fluir”
por el espacio).

Tomemos a un solido (un prisma, por ejemplo) en reposo, compuesto de dos porciones
imaginarias, A y B, como las que se indican. El diagrama de cuerpo aislado de la porcién
superior A, que también estd en equilibrio, implica:

Q

Hay una componente tangencial al plano de union, ?sm , que es la que llamamos “esfuerzo
tangencial”. En los fluidos ideales esta fuerza es nula, mientras que en liquidos como la miel,
por ejemplo, es de bajo valor y se llama “viscosidad”. Los liquidos se derraman mas o menos
rapidamente en funcion del valor de su viscosidad. El agua se parece mucho a un fluido ideal
mientras que la brea es lo contrario: demora mucho en adquirir la forma del recipiente que la
contiene; su viscosidad es grande.

Dado que en cualquier superficie que se considere en el seno de los fluidos prevalecen las
fuerzas normales, como también en las superficies del recipiente que los contiene, se define la
magnitud escalar presion:

en la que ? es la fuerza que actda perpendicularmente a la superficie 2. la que se representa
arbitrariamente con un vector normal a la misma, en la direccion de la fuerza.

[p] = [F]/[s] = N/m" = Pa (Pascal), enelS.l.

La atmosfera, el aire que nos rodea, decimos que tiene a nivel del mar una atmosfera (1atm)
de presion. A nivel del mar, sobre cada cm® de nuestra piel el aire ejerce una fuerza de
aproximadamente 1,033 k%r . Si no “implotamos™ sometidos a semejante fuerza, es porque
respiramos el aire a esa presion: desde adentro de nuestro cuerpo, hacia afuera, existe la misma
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fuerza por cada cm’. Los buzos que se sumergen en aguas profundas sufren mayores
presiones externas, como veremos; para compensarlas deben respirar aire (oxigeno) provisto
por los tubos de su equipo a una presion equivalente a la externa.

| atm =~ 1.033 k?jr/cmz = 1.033 (9.8 N)/cm’ = 1.013 N/cm® = 1013 HPa

El Torr es también una unidad de medida de presion. Proviene de Torricelli, apellido del
cientifico que realizd estudios sobre presiones y midi6 la atmosférica con su famoso
experimento: llend un tubo de vidrio con mercurio y luego lo dio vuelta y sumergié en una
cuba de mercurio; el resultado fue el siguiente:

A nivel del mar, en condiciones atmosféricas

“casi” vacio (hay algo de vapor de Hg) normales, la presion del aire hace que suba
Ny 760 mm el nivel de mercurio dentro del
L tubo (la justificacion se verd mas adelante).
760 mm Por lo tanto:
aire
lll lll aire | atm = 760 mm Hg
superficie libre de He Se definié: | Torr = | mm Hg

| atm = 760 Torr

Otra unidad de medida difundida de presion es el bar:
| bar = 10°Pa =~ 750 Torr ; | milibar = 10°Pa = 0.750 Torr

Resulta: | atm = 1013 milibar

Todavia se usan el bar y el milibar para expresar la presion atmosférica. Los instrumentos
para medir estas presiones, algunos de los cuales son la cuba y el tubo de mercurio de
Torricelli [ Evangelista Torricelli - Italia - 1608 a 1647 ] , se llaman bardmetros, por estas unidades
de medida. Los instrumentos llamados mandmetros miden también presiones pero usando a
la presién atmosférica de referencia: si se conectan a una garrafa de gas, p. ej. , miden la
diferencia entre la presion real del gas de la garrafa y la presion atmosférica.

En lo que sigue usaremos los conceptos de & , densidad (ya vista en Sistemas de Particulas),
y p, peso especifico: p =dP/d(vol)=dm. g/d(vol) . Se desprende que estas magnitudes
estdn vinculadas de [a manera: p = 8.g .

ESTATICA DE LOS FLUIDOS
Teorema Fundamental

Tomemos una porcion de un fluido en reposo dentro del recipiente que lo contiene, el que a
su vez se encuentra en equilibrio (reposo o MRU) respecto de Tierra. Si esta porcion es un

cubito de masa dm, , densidad 3. , volumen d(vol.), lado vertical dy y superficie de la cara

horizontal A , entonces, si f son las fuerzas que el resto del fluido ejerce sobre la masita,
puede deducirse:
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9
A f + X
\: | 1 2f =0 = f, =1
?3_.‘ dy 4'_?4 ty 2, =0 = dP +f =1
f dP = dm..g = d(vol).8..g = A.dy. d

? f=p.A; f,=p.A; p,=p+dp

A.dy.5..g + p.A =p,. A

5 -

dp = & .g. dy

Esta ecuacion nos dice que hay un gradiente de presion en el sentido “hacia la Tierra”; es
decir, a medida que avanzamos hacia las profundidades de un liquido o un gas,
experimentamos mayores presiones.

Ejemplo 147

Calcular la diferencia de presion existente en el seno de un liquido de densidad &, contenido
en un recipiente abierto en reposo, entre los puntos | y 2.

Solucién:
! dp = O, g dy
1 pz Y,
: Jdo = [o.8dy
ol ~ :ly P Y
1
i'l Y, Si consideramos a §, y a g constantes, cosa
: que se puede hacer con muy buena
'___2_°____ aproximacion dadas las caracteristicas de los
+y ’ . ..
J liquidos y el hecho de que los recipientes o las

piletas son de una profundidad pequefia en

pz - pl = 6Lg (yz_y1)

Del ejemplo anterior se desprende que todos los puntos que se encuentran en el mismo nivel
o a la misma profundidad (y, =y, . por ejemplo), tienen la misma presién (p, = p, ). Por otra
parte, la presion, a cierta profundidad h respecto del nivel libre sobre el que actia la
atmosfera, de la expresion anterior se deduce que vale:

p =p +39.gh

Si se trata del agua, el término & .g. h vale aproximadamente | atm para h =10m
(verificalo, considerando que & = 1000 kg/m’). Esto quiere decir que a 10 m de

agua

profundidad la presién es de 2atm ya 100m esde || atm.

También se cumple que hay igualdad de presiones en los mismos niveles en liquidos
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homogéneos (la misma densidad en cada “diferencial de volumen™) que ocupan tubos en
ur:

Siguiendo caminos escalonados, simétricos,
desde el segmento C-D hasta los puntos
Ay B, se deduce que no hay diferencia de
presion entre A y B . Piensa que en todos
los puntos de CD la presién es la misma,
por lo visto previamente, y deduce esa
conclusién.

Pero si a este liquido contenido en el tubo en “U” le agregamos otro inmiscible, de distinta
densidad, sucederia que en el mismo nivel las presiones serian distintas. Haz el dibujo con la
ubicacion cualitativa de los niveles superiores suponiendo que a la rama derecha se le agrega
aceite que flotara sobre el agua, y analiza el caso de las presiones sobre una linea horizontal
que pasa en una rama por el aceite y en la otra por el agua.

“Curiosidades”

En cada uno de los siguientes casos la presion en el fondo del recipiente es la misma, porque
los vasos contienen un liquido de igual densidad y nivel. Pero si los vasos tienen la misma
base en cm’, parece que hubiera una contradiccion por el hecho de que las mismas
presiones implican iguales fuerzas sobre iguales

fondos (iguales superficies), siendo los pesos de \ /
los liquidos desiguales. I 2\ / ,

,Como se entiende esto? .........................

Sucede que en 2 el recipiente ayuda a sostener al liquido: — ~
mientras que en 3 lo empuja hacia abajo: NS

Ahora, si se pesara a cada recipiente con su liquido, suponiendo la masa del recipiente
practicamente nula, jindicaria lo mismo la balanza? ... ;Si? ... ;No? ... ;Por qué?

Ejemplo 148

Calcular la diferencia de presion existente en el aire entre puntos de distinta altura.

Solucion:

Para resolver el problema usaremos otra vez: dp = 9,. g. dy. Pero ahora tomaremos un eje
z con sentido positivo hacia arriba, porque las alturas se miden desde el suelo. Ademads,

llamaremos & a la densidad del aire (gas) que aqui no es constante sino que depende de la
presion:  J,/p, = &/p .

La ecuacion inicial queda, entonces: dp =-08.g.dz

p z
Integrando: I dp = - I 6,/ p,)-p-g dz
P, 0
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p z p
_[dp/p = - I(Solpo). g dz = In p] = -(J/p,) gz
Py 0 Py
b= o B07P0)g
p 4 (atm)
i La presion disminuye con la altura en forma exponencial !
PO
La linea punteada indica una correccion
debida a las variaciones de temperatura y de
aceleracion de la gravedad con la altura.
D -
0 ~ z (km)

Principio de Pascal
Blaise Pascal [ Francia - 1623 ] enuncio que:

‘La presion que se aplica al fluido contenido en un recipiente se transmite integramente al
resto del fluido y a las paredes del recipiente que lo contiene”

Este principio, que no es independiente sino que es una ley consecuencia de las leyes de la
mecdnica, se cumple en los fluidos reales (compresibles) luego de que la onda de propagacién
de la perturbacién (agregado de presién) haya recorrido todo el fluido a la velocidad del sonido
en dicho fluido.

Todos los dias hacemos uso de esta propiedad de los liquidos, al apretar el freno hidraulico de
algtn auto, o al usar el crique hidrdulico para reponer una rueda. Gracias a que la presion se
transmite a todo el fluido podemos lograr un gran efecto multiplicador en las fuerzas que
empleamos. Veamoslo a continuacion con un esquema muy sencillo.

Ejemplo 149

Una prensa hidrdulica consiste en un tubo que en un extremo tiene una seccion muy reducida
respecto a la del otro extremo, como indica la figura siguiente.

Si la relacion entre los didmetros
de las secciones circulares es de
8al(l6cm y 2cm), y sobre
el piston pequefio se aplica una
fuerza de 10N, ;qué peso
podra sostener el piston grande?
Es decir, ;cudl es la fuerza F
que aparece distribuida en la
seccion grande?
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Solucién:
De acuerdo al Principio de Pascal: P, = P, = f1S, =FIS,
F=1(S/S)="Ff[m{D /4)m({D'14)] =1f16712" =1 64 ?
F=164=640N
Ejemplo 150

Un recipiente cilindrico de 0.12 m de altura 'y 0.12 m de didmetro contiene aceite de
densidad: 8_=0.9 gr/fcm’ hasta las 3/4 partes de su altura. Con el cilindro en reposo y
apoyado sobre una superficie horizontal, se aplica un émbolo (cilindro metdlico chato) de
m = kg sobre la superficie Ii%re del aceite. Calcu%r la fuerza total ejercida por éste sobre la
pared cilindrica del recipiente, f,, y sobre su fondo, f..

Solucién:
d=0.12m

aire a latm (p,) 0\
o TN gy
y h=0.12m
h'=3%h
dy :f: nivel A
i e T
tYvy

Consideraremos g = 10 m/s’.
El aro de diametro d y espesor dy sufre, en el nivel A, la presion:
p, = p, + mg/I.d/4 + 5 _.g.y = 101300Pa + 884.2 Pa + 9000 N/m’.y

p, = 102184 Pa + 9000 N/m’.y

Luego, la fuerza que el aceite hace sobre ese aro es: df = p,.1.d. dy

Yah 0.09
conloque: f = j df = I (102184.2 Pa + 9000 N/m’. y). 1. d. dy
0 0

f ~ 3480 N

En el nivel fondo la presion es:

p=p, + mg/m.d/4 + 8, .8 009 = 102184.2Pa + 810Pa = 102994.2 Pa
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La fuerza que el aceite hace sobre el fondo es: f = p.1.d74 =~ 1165N

Ejemplo 151

Una compuerta vertical, de 3 m de anchoy 4 m de altura, estd engoznada en la pared de
una cuba con agua a lo largo de su arista paralela a la superficie, a 12 m de profundidad.
a) Calcular el par de rotacién total que actda sobre la compuerta con respecto a la linea de la
bisagra como eje (E). b) Sila bisagra fuera vertical, a lo largo de una de sus aristas verticales,
calcular el par de rotacion total que actia sobre la compuerta con respecto a esa bisagra (O) .

Solucién:

Supondremos que la cuba se encuentra rodeada de aire, a la misma presion de una atmosfera
por todos lados. De esta manera el excedente de presion debido a la presion atmosférica del
lado del agua queda compensado por el de la presion atmosférica del lado de afuera de la
cuba.

a)

o+
<y
dy 27T
4m t
"’_I:yv B
dM' =df.y ; df =p.dA=p.dy.3 :; p=25g(12+y)

dM® = p.dy.3.y = 8g.(12+y).dy. 3.y

4
M = [ 8g. (12+y).dy.3.y = 3520000 Nm

0

b) Respecto del eje vertical O :

E
P
Mo:de.x:J p.dA.x:Ip.dy.dx.x: dy;::—:
3 4 !
:J.x.dx.J(IZ+y).8g.dy:ZSZOOOONm ! |O
6 ¢ 2id!k
X

Mas importante que los resultados numéricos es la interpretacion de lo que estd pasando
fisicamente: una compuerta que pueda girar alrededor del eje E (horizontal) lo hace
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“naturalmente”; una compuerta que tenga la posibilidad de girar alrededor de un eje vertical,
se “alabea” - se retuerce - si no es lo suficientemente rigida. En todo caso, el eje vertical y la

compuerta deben ser disefiados teniendo en cuenta esta cuestion.

Ejemplo 152

libremente alrededor de E en sentido horario.

a) Determinar la méaxima altura H que puede
tener el agua para que la compuerta no gire.

b) Realizar el diagrama de cuerpo aislado y
determinar la fuerza que soporta el eje
cuando el agua estd en su altura maxima.

- m=1000kg ; g=10m/s’

DATOS: h=1m ;
Solucién:
a)
P,
g:%___ O A+X
> z
df
— et =
H-h %%
______ Al E +z
N — 0
h| =—
—)
b)
P, —
[
: P,
I’q
i >
[ e
' >
E | | g
: —>T
II I:V : ﬁ
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El dique de la figura, de longitud | (perpendicular a este papel) y masa

m puede girar

Para que no gire: M° = 0
M* :J.df.x :Ip.dA.x :J p. L dz. x
p = 0g. 2 x=H-h-z

d0g.z.lL.dz.(H-h-2)

M* =
H
= Sg.L.J.(H—h—z).z.dz =0
0

H = 3h

> . .
N es la fuerza que proporciona la cufia: k .

Pero en el caso limite, cuando el dique estd a punto
de girar, N=0.
De 2F=0 =— F,-F=0 F, -mg =20

F = _[dF :IHp.dz.l :fég.z. l. dz
0 0

F, = mg

F, = 8g.z. L H/2




FLUIDOS IDEALES

i Pero cuidado con los sentidos de las fuerzas ! : estan dibujadas las que actdan sobre el
dique; de manera que las que soporta el eje (es lo que pregunta el enunciado) son de sentido
contrario.

Principio de Arquimedes

Arquimedes [ Siracusa - Sicilia - 285 a 212 a.C. |

Cualquier cuerpo que se sumerja en un fluido contenido en un recipiente ubicado sobre la
Tierra (o cualquier otro planeta o satélite), sufre una fuerza hacia “arriba”. Si el cuerpo tiene
una densidad mayor que la del fluido, el cuerpo se hundird, a pesar de la accién de dicha
fuerza; si su densidad es menor, aquella fuerza, llamada empuje , lo elevara hasta la superficie
libre. Esto también sucede con el aire de la atmosfera, que no esta contenido en un recipiente
pero que, por su peso, esta confinado al volumen que ocupa rodeando al planeta.

Lo anterior es consecuencia de las distintas presiones que existen en el seno de un fluido,
como se viera en el Teorema Fundamental : siendo éstas mayores en la parte inferior del
cuerpo sumergido, el fluido ejerce una fuerza mayor en dicha zona que en la superior, por lo
que el cuerpo sufre una fuerza resultante hacia arriba.

Pero, concretamente, ;cuanto vale esa fuerza - empuje - 7 ...

“Un cuerpo sumergido en un fluido recibe un empuje de abajo hacia
arriba que equivale al peso del fluido desalojado por dicho cuerpo”.

Esta es la Ley de Arquimedes, que a continuacién se justificara.

Tomemos a un fluido en reposo dentro de un recipiente en
sobre el planeta. Cualquier porcion m. de este fluido esta
en reposo porque la suma de las fuerzas que acttan sobre
esa porcion es cero. Una fuerza es la que provee el planeta,
con su atraccion gravitatoria, y la otra es la del resto del

fluido que rodeaa m.. Obviamente, esta dltima, llamada

. . > .

empuje , debe equilibrar a m7g . Si ahora se sumerge un
cuerpo de masa m ocupando el mismo lugar que la porcion analizada, el resto del fluido “no
se da cuenta” del cambio y empuja hacia arriba con la fuerza (empuje) de médulo m. g .

Por esta razon decimos que un cuerpo de mayor densidad que la del fluido se hunde:

m.g = d.vol. g E(=m,g) =9,.vol. g
cuerpo de
densidad & > 2 o .
ymasa m Como mg y E son las (nicas fuerzas que actian sobre
fluido en el cuerpo sumergido, la que prevalezca hard que éste se
é%%%fé)adegi hunda o emerja; de ser iguales, el cuerpo permanece en el

seno del fluido, donde fue depositado. Asi, comparando
las ecuaciones, se ve que si &> 9, , el cuerpo se hunde.

;Por qué flota un barco de miles de toneladas de hierro? ;No se hunde el hierro, acaso? ...
Lo que sucede es que el barco es de Fe , pero hueco. En el agua, desaloja un volumen de este

257



Fisica I: Teoria, experiencias 'y 161 ejercicios resueltos / Roberto Stimler

liquido tal que, su peso, equivale al peso del barco:

agua
desalojada barco

agua U
A

balanza en equilibrio

Dado que el empuje es una fuerza ejercida por el fluido “engafiado”, que cree equilibrar a una
porcion del mismo que ya ha sido desalojada, resulta que el empuje actta sobre el CM de
dicha porcion; es decir, su direccién pasa siempre por el CM del volumen del fluido
desalojado. Esta es la causa de las “vueltas de campana” que a veces sufren los barcos cuando
estdn inadecuadamente cargados y sometidos a oleajes; si el CM del barco cargado se
encuentra por encima del CM del volumen de agua desalojada, cualquier pequefio
desequilibrio conduce a la vuelta de campana:

1 centro de masas Como se ve, se genera una cu.pla

M del agua desalojada que produce una aceleracion
< angular anti horaria, en este caso.

Si la carga hubiese estado

e T depositada en el fondo, el CM

del conjunto carga-barco estaria
por debajo del CM del agua desalojada, y la cupla generada en los desequilibrios de la
navegacion tenderia a equilibrar al barco, en vez de volcarlo. Como en el caso de los cuadros
que se cuelgan en las paredes. (Piensa en esta analogia dibujando un cuadro y el clavo que lo
sostiene. Piensa también por qué si depositas un escarbadientes en el agua no flota parado
sino que enseguida se acuesta).

Ejemplo 153

Una caja prismatica abierta, de peso 3 altura H ,y base cuadrada de lado L, se encuentra
con su parte abierta apoyada sobre el piso horizontal. En determinado momento se comienza
a llenar la caja con agua, a través de un tubo sin peso apreciable

conectado en su costado, como indica la figura. ]

a) Sielagua se vierte en forma lenta y
se llena la caja e incluso se supera su
altura hasta lograr un nivel h en el
tubo, calcular el valor minimo de h
para que la caja despegue del piso.

b) Si la caja contiene un pequefio
corcho, liviano, que flota en el agua,
decir (justificando) si la fuerza que
ejerce el agua mandando al corcho
hacia la parte superior de la caja es proporcional a la altura h .

Solucién:
. . . . . %z
a) En el sentido vertical, sobre la caja actian cuatro fuerzas: la del aire (p,.l), la del agua
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(_F>a ), la de la Tierra (3), y la del piso (T\l> ):
1 (zlz) Enel limite, N=0. .. p,.U+P =F
Por otro lado:
? 3 Fa:p'lzz[po-l_S'g'(hmm_l_l)]~lz
y N 9 A
&N % hmin:H+P/(8.g.lz)

b) Cuando el agua en el tubo supera el nivel H , comienza a empujar hacia arriba la parte
superior de la caja (tapa), como se ha visto. Pero hasta que no adquiera cierto nivel, la caja
permanece en reposo. Por lo tanto una porcion del agua debajo de la tapa esta también en
reposo, pero esta vez bajo la accion de su peso, del resto del fluido (empuje) y de la tapa. De
manera que un cuerpo real que ocupe esa porcion estard bajo la accién de su propio peso, de
la tapa y de la fuerza que ejerce el agua. Esta dltima no es la misma que el empuje analizado
por Arquimedes, segln se ha visto.

No obstante, cabe enfatizar que el empuje sobre un cuerpo libre, sumergido en un fluido, no
depende de la profundidad. Si la concentracion de sales fuera la misma en todo el mar, y este
fuera absolutamente incompresible, el peso especifico del mar seria el mismo en cualquier
lugar; por lo tanto el empuje (“peso del fluido desalojado™) sobre un objeto sumergido seria el
mismo a 10 000 m de profundidad que cerca de la superficie libre.

Ejemplo 154

Un cuerpito de masa m y densidad & estd sujeto a un hilo enganchado por su otro extremo
al fondo de un recipiente con liquido de densidad &, . Si se aparta el hilo un pequefio dngulo
respecto de la vertical, ;cual serd el periodo de las oscilaciones de la masa m?

DATOS: &< ; m ;|

Solucién:

Por ser homogéneo y tener una densidad
inferior a la del liquido en el que esta
sumergido, el cuerpito tiende a subira la
superficie. Pero no puede hacerlo por su
vinculo con el piso, a través del hilo; tan
solo puede describir un arco de
circunferencia de radio |. Es como el
péndulo analizado en DINAMICA ...,

pero visto al revés.

: > 2 . D>
Las componentgs tangenciales de P y E generan la aceleracion tangencial a, . La fuerza que
provee el hilo, T, no tiene componente en esa direccién.
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(Elsigno "- sedebe aque a, y O tienen distintos sentidos. Ver péndulo ideal. )
E.sen® - P.sen® = - m.a,
Pero: E=29.volg y P=23volg
Luego: S,.vol.g.sen® - &.vol. g.sen® = m.a, = -&.vol. a,
d.gsenB - 6.g.sen® = m.a = -0.a c)

(6/8).8.5en @ - g.sen® = -a,
Para © menora (1/10)rad, sen® ~ 0 ; 0 = s/l
(8/8). 8. (sll) - g (s/) = -a
a, =-g(I)[G/)-11=-g ()[(B/8)-1].5

Vemos que la aceleracion es proporcional a la posicion, cambiada de signo. Se trata, pues, de
un movimiento circular armoénico simple en el que g. (I/L) [(§/3)-1]= &' .

Como @ = 2[1/T, resulta: T =211 [ (Ug). 8/ (5,-8)1"
Ejemplo 155
Un bloque ctbico de madera de 10 cm de
lado flota en un liquido compuesto de aceite 5 — 0 G5 el
y agua, como indica la figura. Si su cara aeie — 0 02 8ICM
inferior se encuentra a 3cm de la H=15cm
superficie de separacion de estos liquidos, m.o
h=3cm
a) jcudl es la masa m del blogue? —EI)—I .
o~ . s l=10cm
b) ,Cual es la presién manométrica ;
en la cara inferior del bloque? O = | glcm

Solucién:

El bloque se encuentra en equilibrio en esa posicién bajo la accion del peso y de los empujes

del agua y del aceite:
[
agua aceite
LI |

a) P = Eagua + aceite
m,d
5. vol. g 0.0 3CMA.g +9,,..(10-3)cm. A. g ’
m = (I glem’). 3 cm. 100 cm’ + (0.65 g/lcm’). 7 cm. 100 cm’ A I
A (drea) l?
m = 755 gramos
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b) Presion manométrica: p - p, - Ver pdgina 250 -
P-P, = P,..en lasuperficie de separacion + Powe =
=8, ..8g15cm+ 3 __.g3cm =g [(0.65g/cm). I5cm + (I glem’). 3 cm ]

agua

p-p, = 12495dyn/cm’

Fluidos en reposo dentro de recipientes acelerados

. . .. > . . . .
El recipiente de la figura, con aceleracion @ hacia arriba, estd lleno de fluido de densidad &,
en reposo respecto del recipiente. Veamos cuanto vale dp entre las caras superior e inferior

de una pequefia porcion de fluido de volumen dvol. y masa dm,.

3 2 ?) Visto desde Tierra (S.1.) : +x
A
?_ﬁr‘_? Sf=0 = f =1 +y
L ldydmﬁ _______ Sf = dm.a > dP+f-f,=-dm..a
S II dP = dv,.5.g = A.dy.5 . g
|?4 f=p.A ; f,=p,.A ; p,=p +dp

A.dy.5,.g + p.A-p,,A=-AdyJ.a dp = §,.(a+g).dy

)

,Como se interpreta esto? Un fluido en un recipiente acelerado hacia arriba se comporta como
si el recipiente estuviera en reposo, pero sobre un planeta en el que la aceleracion de la
gravedad es ?+§. El empuje que sufriria un cuerpo colocado en el lugar de la porcion de
fluido analizada, seria de dm,. (?+§) . es decir, equivaldria al “peso™ del fluido desalojado
en “ese” planeta .

Por otra parte se observa que si en el espacio libre, “entre las estrellas” (g = 0), se acelera un

recipiente con fluido, habria un gradiente de presion de valor dp = &, . a. dy como si el
.. . .. . >

recipiente estuviera en reposo sobre un planeta con aceleracion de la gravedad igual a a .

Si en vez de provocar una aceleracién hacia arriba lo hubiésemos hecho hacia abajo, el
gradiente habria sido: dp = &..(g-a).dy, yel empuje: dm..(g-a). Lo queindica que
si se deja caer libremente (a = g) un recipiente con fluido, desaparece el gradiente de presion y
el empuje sobre un cuerpo depositado en dicho fluido es CERO. Si fuera una pileta cayendo,
podriamos caminar mientras tanto por su fondo sin sentir fuerza alguna que nos tratase de
elevar a la superficie.

Aceleracion lateral

El recipiente de la figura anterior lo consideraremos ahora deslizandose sobre una mesa con
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aceleracion horizontal constante. Una

porcion de fluido cualquiera (dm,) en ; 7 3
equilibrio respecto del resto del fluido y 3_5_./-'-'-'—.'" 4

del recipiente, serd acelerada respecto I,'——-'.fj_”_lt:/—---—

de Tierra por el resto del fluido. . +—dx

Valdrd la ecuacion:

5f = dm, .3 f-f, = dm, .a X <

Con las consideraciones anteriores, y teniendo en cuenta el desarrollo del Teorema
Fundamental, el gradiente de presion en la direccion x debido a T.es: dp = J,.a. dx .

En realidad, el fluido no se da cuenta que se encuentra dentro de un recipiente acelerado
lateralmente.  “Siente” un (nico campo de fuerzas y se comporta como si el recipiente
estuviera detenido en un lugar en el que |a aceleracion gravitatoria fuera T+ §> Por lo tanto el
gradiente de presion es la suma de los que se deben a 3 y ?g> ;

dp, = 9,.g.dy + 5..a.dx

t

En cuanto al empuje, ya deja de ser vertical. Si decimos que la porcion dm. de fluido estd en
reposo dentro del recipiente acelerado - S.N.I. - , la suma de las fuerzas peso (debida al
planeta), ficticia (debida a la aceleracion del recipiente), y empuje (debida a la accion del resto
del fluido sogre la_porcién considerada), vale cero. Luego, conociendo la direccion vy el
modulo de dP y *, podemos determinar los del empuje:

E = (F 1 dP) f* = dm,.

E=dm,.(a+g)" tg® = f*/dP = alg

Cualquier cuerpo colocado en el lugar de dm. , en estas circunstancias, sufriria el empuje ?
calculado.  Si el cuerpo tiene una densidad menor a la del fluido, “flotaria” o se iria hacia
arriba en la direccion sefialada con © ; si el cuerpg es de densidad superior a la del fluido, se
“hunde” siguiendo también la misma direccién de E .

Se puede verificar en la practica lo antedicho con un globo de He y un hilo atado a la butaca
de un avién: cuando el aparato estd detenido en la pista, el hilo se mantiene tenso en la
direccion vertical; pero cuando el avion corre por la pista acelerado buscando la velocidad de
despegue, el hilo cambia de direccion yendo el globo hacia adelante. El aire contenido en la
nave estd en reposo en un recipiente acelerado (avion) y sucede lo analizado.

Si el fluido es un liquido, la superficie libre del mismo ya no es un plano horizontal, como
cuando el recipiente estd en equilibrio. El plano de la superficie libre se inclina “hacia
adelante”, como puede demostrarse teniendo en cuenta que en esta superficie la presion es 0
(si la experiencia se hace en un ambiente sin aire), o la que corresponde a la presion
atmosférica.

Supongamos que el recipiente estd abierto y que lo rodea la atmdsfera que ejerce una
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presion p,. En ese caso hay que sumar p, (por Pascal) a &..g. dy + &..a.dx, eigualarel
resultado a p, , que es la presion que soportan las moléculas superficiales en contacto con el
aire:

+X

p,+0.g.dy + 6 .a.dx = p,
S..g.dy + &.a.dx = 0

vy s g
dy/dx = -alg

tgB = - dyldx = alg

i Observar que 06 y P resultan iguales, por lo que el empuje es perpendicular a esta
superficie libre !

; Y si el recipiente gira con velocidad angular @ constante, en torno a un eje vertical ? ...

3 T : dm, esuna porcion de fluido en

= reposo respecto del resto del fluido

e | f dm, ?z y del recipiente que girq. Ly
J _ T_’@'— son las componentes horizontales

del empuje que ejerce el resto del
fluido sobre esa porcion. La
componente vertical, al igual que
el peso, no han sido dibujadas.

Si dm, gira respecto de tierra describiendo una circunferencia en un plano horizontal, es obvio
que en la posicion en que se encuentra en la figura, f, debe ser mayor que f, para suministrar
la aceleracion centripeta que el movimiento circular requiere.

Luego: f, - f = dm..a
con: a, = o.r1 f, = (p+dp).A f=pA dm, = & .A.dr
Resulta: dp = 5. o’ 1. dr = p=p +8. .12

en donde se puede apreciar que, si no hay rotacion (® =0) , no hay incremento de presion
en el sentido radial; por otra parte, la presion aumenta a medida que nos alejamos del eje.

Si se trata de un liquido, la forma de la superficie libre se obtiene teniendo en cuenta que en
ésta la presion es p, , en un ambiente con aire:

p,+ 8 .gdy + 3§ .. r.dr = p, y = -o.r/(2.g

La superficie forma una parabola, pudiendo darse el caso en el que todo el liquido se vaya
hacia las paredes del recipiente, dejando el fondo seco:
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Haciendo un andlisis similar al del caso en que el recipiente tenia una aceleracion lateral, es
facil comprobar que aqui el empuje del fluido tiene una direccién que depende del lugar en
que se lo considere, y su modulo vale:

112

E=dm.[(e" 1) +g]

DINAMICA DE LOS FLUIDOS

A continuacién haremos un breve andlisis del movimiento de ciertos fluidos dentro del
recipiente que los contiene. Para ello consideraremos qué es lo que pasa en algin punto del
espacio (coordenadas x, y, z) en un instante t determinado, describiendo la situacién a través

de la densidad &, , la presion p, y la velocidad V del fluido.

;Por qué “breve” analisis y “ciertos fluidos”™ ? Porque, es de imaginarse, no es lo mismo el
estudio del movimiento de la lava de un volcdn, “pesada” y lenta en su desplazamiento, que el
estudio de los torbellinos del aire a la salida de una turbina de avion, o los remolinos en el
corazén de una tormenta. Mucho se ha aprendido sobre la dindmica de estos fluidos a través
de observaciones “in situ” o en tuneles disefiados para simular situaciones reales; pero esto
escapa al tratamiento que aqui damos al tema “fluidos”, en el que solo se pretende analizar
qué es lo que pasa con aquellos cuya dindmica es simple pero ilustrativa y til para justificar y
prever muchos fenémenos naturales y el comportamiento de nuestros objetos o maquinas
inmersos en fluidos o usando fluidos.

De manera que veremos solamente flujos irrotacionales, estacionarios, incompresibles y no
viscosos; es decir, flujos “ideales”.

Es irrotacional el flujo sin remolinos. Aquel que no haria girar una pequefia rueda con paletas
inmersa en el fluido.

Es estacionario el flujo que en cada punto del espacio tiene la misma velocidad: las particulas
de fluido que pasan por ese punto, una detrds de otra, tienen la misma velocidad. Pero en otro
punto del espacio o de la cafieria que las contiene pueden tener otra velocidad, aunque
siempre igual para cada particula que pasa por alli.

Es incompresible el flujo si no varia la densidad del fluido en su desplazamiento.

Es no viscoso si no presenta resistencias al movimiento entre capas; si no tiene fuerzas
tangenciales, como quedo expresado en el inicio del tema “fluidos”.

En un flujo estacionario las particulas del fluido se desplazan como formando tubos de flujo
coaxiles. Cada tubo de flujo estd formado por lineas de corriente o de flujo que no se cruzan,
en las que en cada punto del espacio las particulas de fluido pasan con idéntica velocidad.

A >
B __B___-__--_.C._.__\Vcb Estas son lineas de corriente
- de algin tubo de flujo

imaginario. las particulas
que pasen por los puntos
A, B, y C delalinea punteada, tendrdn siempre
las velocidades indicadas. Por ello es imposible que se crucen dos lineas de
corriente: en el punto de cruce, eso significaria que habria dos velocidades posibles.
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Ecuacion de Continuidad

El fluido del tubo de
flujo estacionario de la figura,
compuesto por n lineas de corriente,
atraviesa las secciones S, y S, con
velocidades V y V.. Sien el tiempo
dt cada particula avanza dx, por S,
pasa un volumen d(vol ) de fluido
iguala S,. dx,, ypor S, un volumen
d(vol, ) iguala S,.dx,. Siademds consideramos al fluido sin fuentes ni sumideros, el caudal
que pasa por una seccion es el mismo que el que pasa por la otra: g, = g,.

q = dm/dt = & .d(vol)/dt =&, .S .dx/dt =&, .S, .V,
g, = dm/dt = §,.d(vol)/dt = &, .S,.dx,/dt = 5,,.5,. v,
lgualando: 8,.5.v, = 9,.5,.V,
Si el fluido fuera incompresible (8, = &, = &, ):
S.v, =5,y

Es sencillo apreciar esto en la practica. Al regar con una manguera de plastico, observamos
como el chorro de agua llega mds lejos si estrangulamos la manguera: aumenta la velocidad de
salida por disminucion de la seccion transversal de la misma.

Ecuacion de Bernoulli

En “Hidrostdtica” aplicamos las leyes de Newton para resolver algunos problemas. Veamos
ahora como se aplican estas leyes en “Hidrodindmica”, a través de la forma del Teorema
“Trabajo-Energia”.

Por el cafio de la figura circula un fluido incompresible de densidad §,, de derecha a izquierda,
en forma estacionaria. Analicemos qué le sucede a una porcion de este fluido, irrotacional y no
viscoso, que pasa de una posicién a otra, como se indica.

e

=
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En el caso de esta forma de cafio, la porcion en analisis estd influenciada por el resto del fluido
(p,.p,)ytambién por la gravedad: el fluido desciende por su peso. Observando las figuras
se ve que todo sucede como si un volumen de masa m se hubiese desplazado de arriba hacia
abajo, conservando el resto de la porcién el mismo lugar:

Aplicaremos ahora el teorema Trabajo-Energia ( W,

todas

= Akc):

foAx - f,.Ax, + m.g (y-y,) =% mv, - % myv’
m = §..vol., = &.. vol, = m = 6. Ax,.S =96, Ax,.S,
C p,.S.(m/38.S) - p,.S,. (M/8.S) + mg(y-y) =" mv, - Y% mv/’
Multiplicando cada término por 8./ m :

p-p,+8.8Yy-08.8Yy,=%38.v,- %3 v

p+ 8.8y +%8.v'=p,+38.8y,+%5.v, = k(constante)

Ecuacion de Bernoulli
Daniel Bernoulli [ Holanda. 1700 - Suiza, 1782 ]

Cada uno de estos términos tiene dimensiones de presién , como puede verificarse con las
unidades de medida. Pero a los términos p, + O.. gy, se los llama presion estdtica
mientras que 2 .. v recibe el nombre de presién dindmica. Se observa que si el fluido se

detiene (v, =v,=0) resulta: p, + 6..8.y, = p,+ O..8g.Yy,, como se habia visto en el caso
“hidrostdtico” del Ejemplo 147 .

;Qué nos dice a simple vista la ecuacion de Bernoulli? ...

En primer lugar, tiene absoluta validez sobre lineas de corriente de flujos estacionarios,
irrotacionales, incompresibles y no viscosos. Por lo tanto, si tomamos a los puntos | y 2
sobre una de estas lineas, y la velocidad disminuye en el punto 2 , por ejemplo,
necesariamente aumenta la presion estdtica en dicho punto en relacién a la presion estatica en

el punto | ; y viceversa: si v,1, (%2 §,. vzz)'[‘ , la presion estética en 2 baja.

Es decir, sobre la misma linea de corriente, la presion total (estdtica + dindmica) se conserva.
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Ejemplo 156

Por el cafio de seccion variable, colocado en forma horizontal, circula agua de izquierda a
derecha. Considerando al agua incompresible, de densidad d,, y conociendo las secciones

2 >
v oo v,
_____ = 0ooo........Linea de corriente (estado estacionario) . ... | T >
SIL 8 Sz
A
Y, Y,

S, vS, (S,>8S,), explicar cualitativamente como serd la relacion de presiones en las secciones
mencionadas, aplicando la ecuacion de Bernoulli.

Solucién:

La ecuacion de Bernoulli se puede aplicar entre puntos de una linea de corriente de un flujo
estacionario. Por lo tanto, sobre la linea dibujada, en las secciones S, y S, :

Py = P, — p+38,.8Yy +%5,.v = p,+38,.8Yy,+%5,.V
Pn P

- . 2 2
Siendo 'y, =vy,, resultat p,+%3,.v, =p,+%3,.V,

Seglin la ecuacién de continuidad, v, deberia ser menor que v, por una cuestion de
conservacion del caudal. Por lo tanto es como si el agua del tubo dibujado fuese frenada por
el resto del fluido; es decir, deberd ser mayor la fuerza que el resto del agua hace en la seccién
S, que la que hace en la seccion S,. La presion p, deberd ser mayor que p, , por lo

antedicho, lo que queda verificado por la ecuacién de Bernoulli.

Por otra parte, hay un dispositivo que utiliza estas leyes para medir velocidades de flujos de
fluidos. Es el medidor de Venturi:

seccion S )
! tubo de Venturi

seccién S,

9
V| e sxve | | P anssssasnaas V, sennnnas _y?l

1

<—__ puedeserde
densidad 6,

La rapidez a medir es v, . Corresponde a un fluido de densidad & que circula por una cafieria
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en la que se ha insertado el tubo de Venturi, que tiene adherido un tubito con mercurio (u otro
liquido) en forma de “U” . El fluido que pasa por la cafieria y por el Venturi estd obligado a
aumentar su velocidad en la seccion S, , cumpliéndose la ecuacion de continuidad ya vista:
S.v, =5,.v,.

De la figura: P. = Pyt 0,,.8H
Pero : p.=p+d.g.h, v p,=p,+38h
Luego: p.-p,=90,.8H-3gH

Combinando esta ultima ecuacion con las anteriores, resulta:

v, =5§,.

[2(3,,-8).8 H/8. (57-5)1"

Aunque las condiciones del flujo de un fluido no sean las ideales que conducen al analisis de
Bernoulli, en la prdctica se observa que, en situaciones parecidas, vale aquello de que “cuando
aumenta la velocidad, disminuye la presion estdtica”. Esto puede verificarse en el vuelo de los
aviones con sus alas “aerodinamicas”, o los submarinos con sus aletas, o en la pelota de
futbol que realiza una “comba” en un tiro de esquina, o en los aerosoles, o en los sifones de
los inodoros, etc., etc..

La seccion de las alas de los aviones, por ejemplo, es tal que el aire circula por encima de ellas
a mayor velocidad que por debajo, lo que ocasiona una diferencia de presiones entre las caras
superior e inferior de las alas que
produce una fuerza neta

ascensional (F, en la figura).

Los alerones son porciones de

ala moviles con los que se
p,-p, = F /A regula la direccion y magnitud

de esta fuerza durante las
maniobras de desplazamiento de los aviones hacia arriba o hacia abajo.

p,>p, vV >V

Otro tanto pasa con los submarinos y sus aletas, los que también se mueven en un fluido. En
cambio los autos de carrera tienen alerones “invertidos”, que producen una fuerza de empuje
hacia abajo, obligando al auto a circular pegado al suelo.

Ejemplo 157

Un avién vuela con velocidad constante, de manera que la rapidez del aire respecto de la
superficie superior de las alas es de 50 m/s , y respecto de la superficie inferior de las mismas
es de 40 m/s . Considerando la densidad del aire de 1.20 kg/m’, el drea de un lado de cada
alade 9 m’, calcular el peso del avion.

Solucién:

Si el aparato vuela con V = cte., quiere decir que Z? = 0. Por lo tanto la fuerza “peso”
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debe ser igual a la “ascensional”, causada por la diferencia de presiones que se establece
como consecuencia de la distintas rapideces alrededor de las alas.

Si es laminar el flujo del fluido alrededor de las alas, se pueden tomar dos lineas de corriente
que pasan encima y debajo de cada ala, respectivamente. Como ambas lineas nacen y mueren
en el mismo fluido, se puede aplicar Bernoulli para puntos | y 2 ubicados sobre cada una de
ellas:

P, = Py, — p+8,.8y +%5,.v' = p+38,.8y,+%3,.v]
Pri P

Aqui no tiene sentido tener en cuenta el segundo término de cada miembro, porque la
diferencia de presiones estdticas debida al espesor de las alas, es despreciable (y, -y, =0 ).

. 2 2
Queda: p+%d.v =p,+ %05,V .
Reemplazando valores, resulta una diferencia de presion:

p,-p,= %2 8,.(v'-Vv,) = ¥ 1.20 kg/m’. (50°- 40°) m’/s" = 540 N/m’

F/A =p,-p=540Nm = F. =P =540N/m".2.9m" = 9720N

Empero, téngase en cuenta que este resultado no es exacto porque el flujo no es puramente
laminar, por un lado, y porque no se tuvo en cuenta el efecto de sustentacion de las otras
partes aerodindmicas del avion. Sin embargo es muy aproximado y habla de la utilidad de la
ecuacion de Bernoulli cuando se trata de movimientos de fluidos en relacion a objetos
inmersos en él.

Ejemplo 158

El sifon es un dispositivo utilizado para extraer
nafta, por ejemplo, del tanque de un automdvil.
Pero también es el que justifica el funcionamiento
de los inodoros de los sanitarios domiciliarios,
entre otras funciones practicas. Para el caso de la
figura siguiente, calcular la presion en la parte
superior del tubo (B), la velocidad de salida del
liquido (C), y hasta qué altura podria elevarse el tubo (H), si el liquido a extraer es agua.

Solucién:

Supondremos que por todo el tubo (ABC) el agua circula en forma de flujo estacionario. Por
lo tanto aplicaremos Bernoulli entre Ay C ,yentre Ay B, para ver qué deducimos.

0
ftre AyC: p,+ %8, 0 = p, - S8 h+ B8 v . | v = (2eh)"
[ S A A
pTA pTC

i Obsérvese que, a la salida de la manguera, el liquido sale con mayor velocidad cuanto mas
baja esté dicha salida (mayor h) !
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[ Incluso se puede demostrar que si se hacen dos agujeros de igual seccion en el fondo de una
pileta, y se conecta una manguera a uno de ellos, saldrd mds caudal por la manguera que por
el agujero libre ]

0
Entre Ay B: p, + 128, 0 = p, +8,.8H+ %3,V
pTA pTB

Pero v, = v., porque el tubo es de seccion constante.
Py = Pp,-0,.8H-95,.8&h = p,-96,.g (H+h)

de lo que se deduce que la altura maxima H sera aquella para la que el término
O,.8 (H+h) seaiguala p,. (H+h =10m).

Ejemplo 159

Una vasija derrama agua por un agujero de seccién s ubicado en su fondo. Sila seccion de la
vasijaes S (con S>>s),vy elliquido tiene inicialmente una altura H, calcular el porcentaje
de error que se comete al despreciar la velocidad de la superficie del mismo, y cudnto tiempo
tarda en derramarse toda el agua.

Solucién:
p+ 8,8 H+ %3, v =p+ %35,V
5 Prs Pr.
3
HI ; Teniendo en cuenta la ecuacion de continuidad:  v.S=v_.s,
> surge:
‘ >
Vs v, = [(2gH) 1.1/ (1-s7sH]"

Pero si se desprecia s frentea S: s << S | resultar v, = (2gH) ",
El error porcentual en esta aproximacion es: e% = [(v.-v,)/v].100

En cuanto al tiempo de derrame, el caudal de agua que se derrama por “s” es:
q = dm/dt = §,.s. v,

en donde dm esuna “masita” de seccion S y espesor dy , como se aprecia en la figura:

4ty dm = d(vol.). 5, = dy.S. 9,
. T_)f_.-. = (Sls). (1v,). dy
0
2
Pero VS depel’]de de y: VS = [(2 g. y) ) ] . [ | /(] - SZ/SZ) ]1/2

270



FLUIDOS IDEALES

Q

t
Resulta: Idt = —I( SIs ). (liv,). dy
0

H

El signo menos proviene de considerar el sistema de referencias de la figura, en el que se ve
que v, y dy tienen distintos sentidos.

Finalmente: t=2.[(S-s)"/[(s. (2g) *]].H"

Ejemplo 160

Una tuberia en forma de “l” contiene agua en su parte vertical hasta 3 m por encima de una
valvula, como sefiala la figura. Luego de abierta la valvula, calcular cudl serd la velocidad del
agua cuando adopta por completo la posicién horizontal.

3m
vélvula cerrada I valvula abierta
| . —l |
—> 7
3m
Solucién:

En principio, estariamos tentados en aplicar Bernoulli para resolver este problema. Pero
observemos que en la expresion p+3,.g y+ %5 .V = k el segundo término carece de
sentido porque toda la porcion de agua cae con la aceleracion de la gravedad, y no habria
diferencia de presién entre la parte superior de la columna de agua y su parte inferior. Por otra
parte, la presion es la misma en ambos extremos (= p, ), lo mismo que la velocidad.

Se responde entonces al planteo del problema considerando que el agua cae por su peso, el
que ejecuta un trabajo que equivale a la variacion de energia cinética. Como el centro de
masas se encuentra en el centro geométrico del prisma acuoso, el peso ejecuta un trabajo a lo
largo de 3 m /2. Resulta:

m.g(3m/2) = %mV v=[2g@Bm/2)]" =54ms
Ejemplo 161
;A qué se debe que la pelota de futbol describa distintas curvas en el aire, segin como sea
golpeada (“pateada”) ? .
> >
Solucion: 4 Ve =V
Ve~
Si se golpea a la pelota en la direccion de su CM , sale @
despedida sin girar, y todas sus partes atraviesan el aire
a la misma velocidad V; la pelota se desplaza “trasladdndose”. T
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Pero si el golpe se efectda en un costado, como ilustra la figura de abajo, la pelota comienza a
girar a la vez que avanza su CM (ver CUERPO RIGIDO). En el giro arrastra moléculas del aire de
manera que aparezca mayor velocidad relativa pelota-aire del lado del extremo opuesto al
golpe; aqui la presion disminuye, y la pelota “dobla”, como diria Daniel Pasarella.

SCLLLLL L TP trayectorias del

> b "....
V., — 2 . CM de la pelota
....'.
? x “"“‘
G .’

AICM Tl
T llll;------
—p
— Veicn

Ante esto: ;tenia razén Pasarella cuando sentencid que “en Bolivia la pelota no dobla” ?
(;O que, en todo caso, “dobla” menos?).

Contesta la pregunta teniendo en cuenta las condiciones atmosféricas en las alturas.
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Experiencias sencillas
Verificacién de la ecuacion de Bernoulli

Todos hemos verificado experimentalmente esto de que la pelota describe una especie
de parabola en el plano horizontal si se la golpea de costado, ya sea jugando o viendo
jugar a los demds. Y hemos presenciado otros fenémenos a los que, quizds, no
asociamos hasta ahora con comportamientos de fluidos en movimiento. Como, por
ejemplo, el hecho de que se suelen abrir hacia afuera las ventanas, los dias de viento.

* Si simulamos una ventana con una hoja de papel colgando, y soplamos a través de
un cafiito (puede ser un sorbete de gaseosa) paralelamente a uno de sus lados, veremos
cémo la hoja se dobla hacia alli.

Tanto la hoja como la ventana en los dias
de viento se mueven hacia la zona de
menor presion estdtica; esto es, hacia el
lugaren el que el aire circula a mayor
velocidad.

*  Con un secador de cabello se puede sostener una pelotita de ping pong en una
posicion casi increible, debido a las mismas causas.

Se enciende el secador v se lo coloca de manera que
Expulse el aire en direccién vertical, hacia arriba.
Luego se coloca la pelotita en esa corriente,
sosteniéndola inicialmente hasta que quede
flotando. En esta situacion se gira el secador,
lentamente, hasta lograr el efecto que indica la
figura.

Sucede que el aire que se encuentra fuera de la corriente, por estar quieto, ejerce mayor
presion y actlia como aro de sostén sobre la pelota: no la deja abandonar la corriente.
Logicamente, si la inclinacion es muy grande, el peso vence a la fuerza de sujecion, y la
pelotita cae.

*  También se puede pulverizar agua (generar “aerosoles”) con una experiencia muy
sencilla:

Al soplar por el tubito, el agua sube
chorro de aire aerosoles de agua por el sorbete porque la presion
— , atmosférica sobre la superficie del
tubito i liquido que se encuentra en el vaso
J/ es superior a la de la corriente de
aire; luego, al encontrarse con ésta
a la salida del sorbete, el agua se

pulveriza (se transforma en aerosol) por los impactos de las moléculas del aire.
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APENDICE
VECTORES

A diferencia de las cantidades escalares (temperatura, tiempo, longitud, energia ...), que con
un numero y una unidad de medida dan idea de lo que se quiere expresar, las cantidades
vectoriales se representan con una intensidad o modulo, una direccién y un sentido (entre
otras, la posicién, el desplazamiento, la velocidad, el impetu lineal, el impulso ...) expresados
por una flechita cuyo tamafio en la escala adoptada es la intensidad de la magnitud fisica
respectiva.

>

A ¢ B
/ S ‘\D
B

v

Los vectores Z ﬁ 8 y B son distintos en tamafio, direccion y sentido. Si los cuatro
representan velocidades de vehiculos, por ejemplo, el mas répido es el del vector 8 .’y marcha
en sentido horizontal de izquierda a derecha (Oeste a Este); mads despacio y moviéndose de
abajo hacia arriba (de Sur a Norte) va el vehiculo a cuya velocidad corresponde el vector é

Dos vectores son iguales cuando coinciden todos sus elementos: modulo, direccién y sentido:
> >
En la figura, A-¢ y D=4

Suma y resta de vectores

Al igual que con las cantidades escalares, solo se pueden sumar o restar los vectores de la
misma magnitud fisica. Asi como no tiene sentido decir que 2 litros + 3 afios es igual a 5
metros, tampoco tiene sentido sumar o restar una velocidad con una fuerza.

Sumemos los vectores de la primera figura. Busquemos el vector _E

> >
> E D
E

@l
oV

9
B
9
C
> > > > >
> E-A+B4+C4+D
A

> > > > >
E-C+B+A+D

\ 4

Obsérvese que se cumple la propiedad conmutativa en la suma. Siempre que se respete el
sentido, la direccién y la intensidad de cada vector, no importa cdmo se coloquen uno a
continuacion del otro; el resultado (en este caso f) es el mismo. Y también se hubiese
llegado a ese resultado sumando primero a dos cualesquiera de esos vectores y luego
sumando, al resultado obtenido, el resto de los vectores; esta es la propiedad asociativa, igual
que la que vale para los numeros o las cantidades escalares.
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Por otra parte, la suma de dos vectores puede hacerse también conformando un paralelogramo
con los sumandos:

\
>

o

™V

+

I

OV
oV

-3

A

v

En cuanto a la resta, primero conviene definir al vector “oposicion”. Se llama asi al que
inicamente difiere de otro en el sentido. Es el caso de los vectores - A y - D que son
opuestos de A y D respectivamente:

A R — ‘\3&

Asi, una resta de vectores se transforma en una suma. Por ejemplo:

> > > > > > >
F=D-A=D+(-A) ‘AN
F

Hemos visto el modo geométrico de suma y resta de vectores. Pero si son muchos, es
conveniente sumarlos (o restarlos) a través de la suma (o resta) de sus componentes sobre un
sistema de coordenadas ortogonales.

Un vector proyectado sobre los ejes x e y de uno de estos sistemas, determina sus
componentes ortogonales:

V, ¥y V, son numeros. Si ;)/ es el
vector velocidad que indica la marcha
hacia el N-E de un movil, V, es la

X rapidez con que avanza hacia el Este
v y V, la rapidez con que se dirige al N.

X

A 4

>
B

> > >
Sumemos ahora nuestros vectores A, B, C, y D 3 través de sus componentes:
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Yy 4 > > Ex: AX+CX— DX
E B

E=A+B +D

Y Y Yy Yy

Usando papel cuadriculado o milimetrado,
comprueba que esto se cumple.

XV

Sumando las componentes ortogonales de los vectores se obtienen las componentes
ortogonales de la resultante, eneste caso E y E . Esfdcil deducir que el modulo de E
se calcula a través de Pitagoras:
2 24112
E=(E +E")

y su direccion a través de:
tg® = E /E

Pero un vector también puede descomponerse en dos o tres vectores, seglin se trate de un
espacio de dos dimensiones (el plano) o uno de tres (el que ocupamos). El proceso de
g;scgmposicién es el inverso al de la suma. Para ver como se hace, tomaremos a los vectores
D y A para descomponerlos sobre sistemas de coordenadas que se encuentran en el plano que
los contiene

A a
B
T TTTTTTTA 2
: D;11 —
b: _): C
Db
> > >
D, y D, son vectores componentes del vector D
> > >
A Y A, son vectores componentes del vector A
C

Multiplicacién de vectores

La multiplicacion de vectores de distinta especie es factible porque permite definir cantidades
de magnitudes fisicas nuevas. A la fisica le resulta conveniente “inventar” estas cantidades
para describir la naturaleza. Por ello, aunque parezca extrafio, el producto de dos vectores de
distinta especie a veces resulta (til que dé como resultado un ndmero y otras veces conviene
que el producto sea un vector o un tensor.

Pero antes veamos el producto de un vector por un ndmero.

9
Si multiplicamos a D por k (k > 0) se obtiene otro vector, de la misma direccién y del
mismo sentido, pero de distinto tamafio:

>
L

I
o
wn
oV

I
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Si multiplicamos a D por k, (k, < 0) se obtiene otro vector, de la misma direccién pero de
distinto tamafio y sentido:

> > > >
—D> Q=(-15).D T=(-05).D

Ahora multipliquemos a los vectores entre si.

Producto escalar

> >
Queremos multiplicar al vector A __~¥ por el vector N

y que el resultado del producto sea un nimero (no un vector).

. > >
Entonces, definimos al producto escalar asi: A ,D = A.D.cos6® endonde Ay D
son los modulos de los respectivos vectores y 0 es el dngulo entre las direcciones de los

misSmos:
0
9
> w K

i El resultado de un producto vectorial puede ser un ndmero positivo,
negativo y hasta cero !

> > . .
El producto escalar A _ D se resuelve también a través de la suma de los productos entre
los componentes ortogonales: A, . D, + A . D, . Puedes verificarlo dibujando vectores en
escala y tomando medidas del angulo entre sus direcciones y del valor entre sus proyecciones
sobre los ejes x e y . Debe cumplirse que:

A.D.cos6 =A .D + A .D

Producto vectorial

9
. 2 D
Ahora queremos multiplicar al vector A_~*  porel vector \

y que el resyltado_del producto sea un vector perpendicular al plano en el que estdn
contenidos % Decimos que el modulo de este vector perpendicular obtenido del
producto es: | A A D | = A.D.sen® , endonde O es el menor dngulo formado por los
vectores que se estan multiplicando. El sentido del vector resultante también es arbitrario;
pero se usa preferentemente la “regla del tirabuzén”: se rebate el primer vector (en este
€aso %) sobre el segundo, de manera qug el vector resultante tenga el sentido que tendria el
avance de un tlrgbuzog que gitg comg A . Por esta razén no es conmutativo el producto

9
vectorial. Es: A A D = —(D AA) .

No se agotan aqui las posibilidades de multiplicar vectores. Hay cantidades fisicas mas
complejas que requieren de otras definiciones, como por ejemplo la del tensor. En este
caso hablariamos de 9 nimeros asociados, obtenidos por el producto de cada componente de
un vector por las tres componentes de otro vector. Pero la Mecdnica Cldsica tratada en este
texto no requiere estas herramientas de matematica.
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