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PROLOGO

Este libro surge a partir de apuntes de aula realizados por las autoras que se han
desempefiado durante mas de 20 afios en la asignatura Introduccion al Algebra que se dicta para el
Profesorado y Licenciatura en Matematica en la Facultad de Ciencias Exactas y Naturales de la
Universidad Nacional de Mar del Plata. Una de las principales motivaciones ha sido la carencia de
bibliografia en castellano apropiada a las necesidades del curso.

La tematica del libro corresponde a un curso de algebra elemental con la apropiada
rigurosidad de la disciplina. Los conceptos se introducen adecuadamente y la complejidad va
creciendo gradualmente. El libro es autocontenido lo que facilita su lectura.

Es bien conocida la aplicabilidad del algebra a distintas disciplinas como la biologia, la fisica
y la quimica. En este material se dan aplicaciones a la criptografia y a la aritmética del ISBN, y
algunas estructuras se introducen sobre cuerpos finitos.

Asimismo se presentan notas historicas y bibliograficas que permiten situar a lector en el
contexto en que se desarrollaron las ideas e introducirlo a la historia de la matematica. Todo este
marco contribuye a que la lectura del libro sea estimulante y amena.

En todo el texto se desarrollan ejemplos muy adecuados para ilustrar métodos y resultados.
Se introduce una variada e interesante ejercitacion cuya complejidad se eleva gradualmente.

En cuanto al contenido del libro, se comienza con la nocidén intuitiva de los ntimeros reales,
identificandolos con los puntos de una recta, para luego formalizar su definicién con los axiomas
de cuerpo ordenado, a partir de los cuales se pueden demostrar todas las propiedades bien
conocidas. Dentro de este cuerpo se reconoce el conjunto de Niimeros Naturales, con el Principio
de Induccion Completa que lo caracteriza. A continuacion se extiende el conjunto de Numeros
Naturales al de Numeros Enteros. El estudio de los Nimeros Enteros es la llamada Aritmética, y es
la base de la Teoria de Numeros. Se desarrolla la teoria de la divisibilidad, hasta demostrar el
Teorema Fundamental de la Aritmética, el Algoritmo de la Divisién, y su consecuencia, una
aritmética finita introducida por la congruencia médulo n. Por altimo, se extiende el conjunto de
Numeros Enteros al conjunto de Numeros Racionales; observando que éste es también un cuerpo
ordenado, pero que esta contenido propiamente en el conjunto de Niimeros Reales, dado que hay
numeros reales que no son racionales. Esto muestra que los axiomas de cuerpo ordenado no
caracterizan al cuerpo de Numeros Reales, y que para definirlo se necesita un axioma adicional, el
axioma de completitud, permitiendo caracterizarlos como un cuerpo ordenado completo

En la segunda parte del libro se introducen las estructuras algebraicas. Se estudia el anillo de
polinomios permitiendo que el mismo sea sobre cuerpos finitos, y los numeros complejos con el
grupo de raices n-ésimas de la unidad. Se estudia la irreductibilidad de polinomios y la
factorizacion de los mismos como productos de irreducibles. Se introducen los grupos, anillos,
cuerpos y los homomorfismos entre ellos. Se trabaja sobre grupos ciclicos y el grupo de
permutaciones Sn.

Se incorporan dos apéndices al libro, uno de los cuales puede de ser de utilidad para
estudiantes de otras areas universitarias. En el Anexo I se introduce el domino de los enteros de
Gauss y los enteros de Eisenstein, con el objetivo de dar a los estudiantes la oportunidad de conocer
otros ejemplos diferentes a los nimeros enteros y los polinomios. Esto les muestra que existen
muchos ejemplos y por esto surge la necesidad del concepto de estructura y se observa que los
teoremas que se demuestran en general tienen su implicancia en cada ejemplo particular. Se
incorporan todos los conceptos de anillos necesarios para introducir los mencionados enteros, esto
es ideales, dominios principales y euclidianos, elementos primos ¢ irreducibles. En el Anexo II se
demuestra la existencia de elementos trascendentes sobre un anillo conmutativo con identidad, con
el objetivo de justificar plenamente la construccion dada del anillo de polinomios.

La estructura del libro excede la de un curso basico regular de algebra elemental, en
particular por el contenido de los apéndices. Creo que sin duda este material puede ser adaptado al
dictado de las asignaturas de algebra de los primeros afios de carreras universitarias seleccionando
algunos capitulos. Dada la escasez de bibliografia en castellano, el material podria ser de utilidad
para estudiantes de universidades del pais y de otros paises de habla hispana. Para los estudiantes



de las licenciaturas en matematica aporta conceptos basicos de aritmética que seran muy utiles a lo
largo de su carrera. Pienso que el texto puede convertirse en una referencia y volverse material de
consulta permanente para estudiantes y egresados de licenciaturas afines, ingenierias, computacion
e informatica. Por otra parte, podria ser utilizado para la implementacion de practicas docentes
innovadoras por parte de los estudiantes de los profesorados en matematica. El material resulta
también apropiado para complementar la formacion de docentes de matematica de los distintos
niveles de la ensefianza, de manera que les permita consolidar sus conocimientos y asi poder
justificar, idear y proponer actividades apropiadas para el nivel en que se desempefian.

Creo que un amplio espectro de estudiantes, egresados y formadores podra beneficiarse con
la labor realizada por las autoras, la cual pone en evidencia la extensa experiencia docente de las
mismas. Estella Maris Alvarez, actualmente jubilada, ha sido docente de la asignatura inicial de
Algebra en mi Facultad por mas de 30 afios, en particular ha sido mi profesora, y Maria Isabel
Oliver ha sido mi asistente en la mencionada asignatura. Junto a Susana Vecino las tres han sido
mis colegas en la Universidad Nacional de Mar del Plata por mas de 20 afios. Tanto en mis tiempos
como estudiante, como en mis tiempos como colega he podido observar su dedicacion a la
docencia, el entusiasmo y la pasion que han sabido trasmitir a sus estudiantes durante afios. Ahora
han conseguido plasmar estos elementos en un libro de texto, que espero el lector pueda apreciar y
disfrutar. Por todo lo expuesto escribo este prélogo con mucho placer.

Sonia Trepode
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CAPITULO |

INTRODUCCION A LA LOGICA
PROPOSICIONAL

La historia de la ldgica se puede dividir, si nos permitimos un pequefio
exceso de simplificacién, en tres etapas: 1) la légica griega; 2) la l6gica
escolastica, y 3) la légica matematica. En la primera etapa las férmulas
I6gicas se enunciaban con palabras del lenguaje ordinario, sujetas
naturalmente a las reglas sintacticas usuales. Durante la segunda etapa, la
I6gica se abstrajo del lenguaje ordinario, caracterizandose por unas reglas
sintacticas diferenciadas y unas funciones semanticas especiales. En la
tercera etapa la légica quedd marcada por el uso de un lenguaje artificial
en el que los signos y palabras estaban regidos por una sintaxis exacta y
tenian una funcién semantica estrechamente delimitada y definida también
exactamente. Mientras que en las dos primeras etapas los teoremas légicos
se derivaban del lenguaje usual, en la tercera etapa la l6gica procede al
contrario: primero construye un sistema puramente formal, y s6lo mas
tarde busca una interpretacién en el lenguaje diario.

(“Historia de la Matematica” Carl B. Boyer)
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Introduccion

En este capitulo, nuestra intencion es brindar herramientas del Calculo Proposicional y el Calculo
de Predicados, enfocandolos desde un punto de vista intuitivo, con un sesgo de formalidad, la
necesaria para que se comprendan los fundamentos de la Logica que sirven de base a todo
pensamiento matematico. Este texto es de caracter elemental, y su lectura no requiere
conocimientos previos de logica clasica ni de matematica.

Célculo proposicional
Proposiciones y valores de verdad

Sin pretender dar una definicién, una proposicidnes toda expresion (o mas generalmente, toda
sucesion de palabras que tenga significado) a la que se le pueda atribuir un valor de verdad. Los
valores de verdad posibles son: verdadero, V, o falso, F .

Las proposiciones las designaremos con letras minusculas: p, q,r, S, etc.
Notacion:

V(p)=V (valor de verdad de p, verdadero) o V(p)=F (valor de verdad de p , falso)

Ejemplos

Son proposiciones:

p : El perro es un crustaceo

g : La Tierra es un planeta del Sistema Solar
U : 31 es un nimero primo

s : El otofo precede al invierno

10
t:Hay 10" —2 estrellas en el universo
r : 102 es un nimero impar
w : Los grupos abelianos son finitos

V(p =Y =F; V(@=V(W)=V(s)=V

Desconocemos si V(t)= V o V(t)= F, pero ello no significa que no tenga un valor de verdad.
Muchas personas pueden desconocer V(W) , y muchas pueden no saber siquiera qué significa esa
afirmacion, pero ese desconocimiento no impide que V(W) =F

No son proposiciones:
- X+ 2esmultiplo de 5
- ¢{qué hora es?
- jqué bello dia!
- tu cuando mesa ser
- 16
- dos cuadrados y un triangulo

Hay una diferencia entre la primera y las demas expresiones, ninguna tiene un valor de verdad,
pero si en la primera le damos valores a X podemos obtener una proposicion, que podra ser
verdadera o falsa; por ejemplo, para X = 3 es verdadera, para X = 4 es falsa. Estas expresiones se
denominan esquemas proposicionalgsolveremos a ellas mas adelante.

15
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Conectivos logicos

Los conectivos l6gicoson las operaciones entre proposiciones. Asi como la suma de niimeros
enteros es un numero entero, el producto de dos nimeros reales da otro nimero real, con los
distintos conectivos logicos, a partir de dos proposiciones (en cierto caso, de una) obtenemos una
nueva proposicion. Para definir cada operacion debemos determinar cual es el valor de verdad de la
proposicion obtenida, a partir de los respectivos valores de verdad de las proposiciones que
intervienen en la operacion, por ello las definiremos mediante las tablas de verdad.

Los conectivos 1dgicos son: conjuncién,disyuncion, negacion, condiciondlodas ellas, excepto la
negacion, son operaciones binarias, porque a partir de dos proposiciones se obtiene una nueva
proposicion.

Conjuncion o producto logico

Definicion: Se llama conjuncion oproducto logico de py g, y se simboliza plJ q (seleepyq),

a la proposicion obtenida a partir de py de g que toma el valor de verdad verdadero si y solo si los
valores de verdad de ambas son verdaderos. Esto se sintetiza en la siguiente tabla de verdad

|| < | O

|| <<
| <<

La “tabla de verdad” expresa que, para que P[] sea verdadera es necesario y suficiente que

ambas, Py q, lo sean.
Veremos algunos ejemplos que nos muestran que esta definicion se corresponde con la idea que

[

tenemos de la conjuncion “y” en nuestro lenguaje corriente.
Ejemplos

p:3dividea 15
g:6divideal5
r:5dividea 15
s : 10 dividea 15

Claramente V(P)=V(r)=V; V(q)=V(S)=F
pLlg: 3 dividea 15y 6 divide a 15 (o0 lo que es equivalente: 3 y 6 dividen a 15)
pUr :3y5dividena 15
pLUs:3y10dividena 15
stig: 10y 6dividena 15

En estos ejemplos vemos que la tnica verdadera es P LIr, donde p y r son verdaderas:

V(pOn=v; V(pOg=V(pO9=V(sOg=F

16
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Disyuncion o suma logica

Definicion: Se llama disyunciéno suma légicade py de g, y se simboliza pLl q (selee poQ), a
la proposicion obtenida a partir de py g que toma el valor de verdad falso si y solo si los valores de
verdad de ambas son falsos. Esto se sintetiza en la siguiente tabla de verdad:

=l<|<l<| O

| <|<|o
< || <| O

La “tabla de verdad” expresa que, para que P[] sea falsa es necesario y suficiente que ambas, p

y g, sean falsas.
Veremos con los ejemplos dados anteriormente que esta definicion se corresponde con la idea que

[IPSi)

tenemos de la disyuncion “o” en nuestro lenguaje corriente.

pLIQ: 3 divide a 15 0 6 divide a 15 (o equivalentemente: 3 o 6 dividen a 15)
pLUr :305dividena 15

pLs:3010dividena 15

stig: 1006 dividena 15

En estos ejemplos vemos que la unica proposicion falsa es SLI( , en la cual Sy q son falsas:

V(pn=V(pUg=V(pUg=Vv; V(sLg=F

Negacion

Definicion: La negaciénde una proposicion p, como la palabra lo indica, es su proposicion
contraria u opuesta, en el sentido de su valor de verdad. La negacion de p, que llamaremos no p, la
simbolizaremos ~ .

La tabla de verdad correspondiente a~ p es la siguiente:

Pp|~P
V| F
F|V

Ejemplos
Para las proposiciones definidas anteriormente

~ P :3nodivide a 15
~( :6nodividea 15

~Tr :5nodividea 15
~S :10nodividea 15

V(=) =V(~9) =V; V(~p)= V(~I)=F

17
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Condicional

Definicion: El condicionales una operacion que conecta dos proposiciones mediante las palabras:
Si ...entonces..Simbolizaremos el condicional entre p y g de la siguiente forma: p - q, y lo

leeremos Si p entonces q .

La diversidad del uso de la frase “si ......... , entonces.....” en el lenguaje
ordinario y en la légica matematica esta en la base y hasta apasionadas
discusiones en las cuales, dicho sea de paso, los verdaderos ldgicos
profesionales han tomado poca parte. Es interesante saber que los
comienzos de esta discusién se remontan a la Antigliedad. El filésofo
griego Filbn de Megara (del siglo IV a.J.C), fue probablemente el
primero en la historia de la légica que propagé el uso de la implicacién
material; esto le oponia al punto de vista de su maestro, Diodoro Crono,
el cual proponia usar la implicacion en un sentido mas estricto, mas bien
relacionado con lo que hoy consideramos el sentido formal de la
implicacion. Algo mas tarde (en el siglo 11l a.J.C), y probablemente bajo
la influencia de Filén, se discutieron por parte de los filésofos y I6gicos
griegos de la escuela estoica varias concepciones posibles de la
implicacion.

(“El mundo de las Matematicas” J.R.Newman)

Definiremos el condicional mediante la siguiente tabla de verdad

p a | pP-¢
\Y \ \Y
\Y F F
F \Y \Y
F F \Y

De acuerdo con lo expresado por la tabla de verdad, un condicional p — q es falso si y s6lo si p es

verdadera y q falsa.
p se denomina el antecedentg g el consecuentde la proposicion p — Q

La idea intuitiva que representa el condicional es: de una proposicion verdadera no podemos
concluir una falsa, si queremos que éste sea verdadero, mientras que si el antecedente es falso, el
consecuente puede ser verdadero o falso y el condicional seguira siendo verdadero.

Ejemplos

p: hoy llueve

g: hoy voy al cine

p - Q: si hoy llueve entonces hoy voy al cine
Obsérvese que si “hoy llueve y voy al cine”, la proposicion p — ( es verdadera; si “hoy llueve y
no voy al cine” , la afirmacion p — Q resulta falsa; en cambio, si “hoy no llueve, yo puedo ir al
cine o no” , y en cualquier caso no varia la veracidad de p - q , porque el condicional dice lo que
haré en el caso que llueva, pero no dice nada para el caso que no llueva.

Nota: Hay distintas formas de leer el condicional p — (; ellas son:
Si p entonces
p, solosiq

Q,sip
p es condicion suficiente para g
g es condicion necesaria para p
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Formulas proposicionales

Al igual que ocurre en el Algebra, a partir de dos proposiciones, y un conectivo logico (o de una

proposicion, si el conectivo es la negacion) obtenemos una nueva proposicion, y por tanto, a ésta y

otra proposicion, podemos aplicarle un conectivo obteniendo asi otra diferente, y asi

sucesivamente, la cantidad de veces que queramos, obteniendo asi una formula l6gica o
proposiciona) que es la version logica de la expresion algebraica.

Simbolizaremos las formulas logicas con las letras 4, B, C,D , etc.

Bicondicional

La primera de las formulas proposicionales que daremos es el bicondicional, que es la conjuncion
de dos condicionales contrarios.
A'la férmula: (p - q)J(Qq — pP) la llamamos el bicondicional y la notamos: p «~ (

Veamos como es la tabla de verdad del bicondicional.

plg|P-a|d->P|(p-qgl(g-p)| P-Ad
VIiv] Vv v v v
V| F F \Y% F F
F|V A\ F F F
F|F A\ \Y% \Y% \Y%

Por lo tanto el bicondicional es verdadero si y s6lo si py g, ambas son verdaderas, o ambas falsas.

Ejemplos Son férmulas proposicionales

A:~[pUCg-r)]
B:p U(~p)
c:pU(~p
D:(pUag) U(~1)

Definicion: Dos formulas 4 y B se dicen lI6gicamente equivalentesiando tienen la misma tabla

de verdad, o sea, para cada uno de los posibles valores de verdad de sus componentes o variables
primarias, los valores de verdad de ambas formulas coinciden.

Cuando 4 y ‘B sean logicamente equivalentes lo notaremos: 4 = B .

Ejemplos

)~(~p)Ep

Vamos a demostrarlo pl~p| ~(~p)
V| F A%
F| V F

Notese que py ~ (~ p) son ambas verdaderas o ambas falsas para cada valor de verdad de p.
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2)~(pUag)=(~-p U~

Haremos las tablas de verdad para demostrarla.

plal~pl~aglpUal~@eUg|(-p) U(~0q
V|IV| F F \Y% F F
VI|IF F \Y% F A\ \Y%
F|V]| V F F A\ \Y%
FIF| V|V ]| F v Vv

Vemos que las dos ultimas columnas coinciden, luego las dos formulas son equivalentes.

3)~(pUag)=(~p U~

Comprobémoslo con las tablas de verdad

plal~p|~qlpUg|~pUay|(~p LU(~q
V| V| F F \Y F F
V|IF| F \Y \Y F F
F|V|V F \ F F
F|F| V \Y F \ \Y

Vemos que las dos Gltimas columnas coinciden, luego las dos formulas son equivalentes.

4 p-qg=(~p) Uqg

p q| P-da|~pP | (~p)Oq
\Y% \Y% A\ F Y
A/ F F F F
F A/ A\ \Y A\
F F A\ \Y A\

Las columnas 3 y 5 coinciden, luego son equivalentes.

55(~qlp-~p= p-q

La demostracion de esta equivalencia se deja como ejercicio.

Leyes de De Morgan

En los ejemplos 2) y 3) hemos demostrado las Leyes de De Morgan:
~(pUa)=(~p)U(~0) y

~(pUg)=(~p) U(~q)
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August De Morgan nacié en la actualmente llamada Madurai

(India) el 27 de junio de 1806 y fallecié en Londres el 18 de marzo
de 1871. Siendo, junto a Sir William Hamilton, uno de los

principales inspiradores de la Légica, aportdé a la misma una

inteligencia mas sensible y flexible que la de Hamilton y, ademas,
entrenada en la Matematica. Cuantifico el predicado, dando una
detallada tabla de las treinta y dos formas diferentes de

proposicién que surgen de esa cuantificacion, afiadié reglas de
transformacién y anuncio equivalencias.

Generalizacion de las Leyes de De Morgan

~(pUpUpU.. O = pUc pic- pU..U- p
~(pUpUpU..OR)=C pU pU pU.. 0= p

Ejemplo (A qué formula sera equivalente ~(p — Q) ?

porlovistoantes p - q = (~p) Liq

entonces ~(p - q) E~[(~p) Uqg]

Por las Leyes de De Morgan, ~[(~p) Ugq]1= [~ (~p)1U(~Qq)
~(~=pP)=p

Luego [~ (~p) JU(~a) = p L(~0)

Entonces ~(p - q) = p L(~Qq)

Verifiquémoslo con las tablas de verdad

plalP-d|~(p->a)|~a|pL(~a
VIiv] Vv F F F
V| F F v Vv v
F|V A\ F F F
F|F Y F \Y% F

Vemos que las columnas 4 y 6 coinciden, luego las formulas son equivalentes.

Tautologia y Contradiccion

Definicion: Una Tautologiaes una férmula proposicional que toma el valor de verdad verdadero
para todos los valores de verdad de sus componentes primarias, y una Contradiccidnes una
formula que toma el valor de verdad falso para todos los valores de verdad de sus componentes
primarias.

Ejemplos

1) p U (~ p) es una Tautologia
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Haremos la tabla de verdad para demostrarlo

~p|p U(~-p)
v
\Y%

| <o
i

2) p U (~p) es una Contradiccion

Haremos la tabla de verdad para demostrarlo

pl~p|[pLU(~-p)
VI F F
F| V F

Ejercicios

1) Demostrar que las siguientes formulas proposicionales son tautologias:
iL4:~(pUg) « (-p U(~q)
ig:~(pUag) « (~p) U(~q)

2) Demostrar que, en general, si 4 y B son formulas equivalentes, o sea, si 4 =B entonces 4 «~ B
es una tautologia
3) Demostrar que A4 es tautologia si y solo si ~ 4 es contradiccion

Deducciones logicas

Observemos que en la tabla de verdad del condicional

pla|P-19
V|V V
VI|F F
F |V \Y
F | F \Y

Hay una tnica fila en la que V(p)= V(P - Q) =V, y es aquélla en la que V(Q)= V ; luego
podemos afirmar que si V(P)= V(P - ) =V entonces V(Q)= V . Esta situacion se expresa
diciendo que g se deduce logicamente de p yple> q ,y se simboliza: p - q,p = (, y se lee

“p - gypimplican ¢

Definicion: Sean 4 , B , ¢ férmulas proposicionales. Diremos que C se deduce l6gicamentde 4
y de B sicada vezque V(4 )=V (B)=Ventonces V(C)=V.

Simbolizaremos este hecho con: 4, B = (C

En general ,si 4,,4,, 45, ..., 4, , C son formulas proposicionales, diremos que C se deduce
logicamentede 4,,4,,4;,..., 4, sicadavezque
V(Aa;)=V(Aa,)=V(4;)=..=V(4,)=Ventonces V(C)=V.
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Lo simbolizaremos: 4,, 4., 4;,..., 4, = C

Ejemplo:
pUag,~p=q

Observemos la tabla de verdad

plal~p|lpllg
V|IV]| F A\
VIF| F | Vv
FlvlVv ]| v
F|F| V F

Veamos que cuando V(~ p) = V(pLQ) =V también V(q) =V

Si bien notamos que la confeccion de una tabla de verdad para verificar una inferencia logica, es un
método extremadamente sencillo, también podemos observar que puede ser largo y tedioso si la
cantidad de variables primarias que intervienen en las formulas es relativamente grande; por ello es
conveniente conocer ciertas deducciones logicas basicas, que nos permitan realizar las inferencias
logicas sin necesidad de confeccionar la tabla de verdad.

Inferencias l6gicas basicas

1. modws ponens (MP):4 ,4 - B = B

2. modus tolens (MT):~8,4 - B = ~ 4

3. silogismo disyuntivo (SD):2 LI 8, ~ 2 = B

4. contrarreciproco(CR): 4 - B => ~ B - ~ 4

5. simplificacion (S): 2 LU B8 = 4 (también 2 L1 B = B)
6. adicion(A): 2 = 4 U B (también B = 4 U B)

7. slogismo hipotéticqSH): 4 - 8,8 - C = 4 - C

Notaade 4 = By C = B tendremos 4 LIC = B
de 4 = B obtenemos 4 LU C = B

Demostracion Demostraremos el 2. (MT) a modo de ejemplo; los demas se dejan como ejercicios.

Partiremos de los distintos valores de verdad de las formulas dadas.
Para demostrar que la inferencia es verdadera debemos verificar que cada vez que
V(~B)=V(A - B)=Vtambiénes V(~A4 )=V, por lo tanto sélo nos interesan las filas

correspondiente a V (B) =F

A4|B|~8BB|4-B|~A4
VIF| V F F
FIF| V V V
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La tabla de verdad muestra que si V (~B)= V(4 — B) =V también V (~ 4 )=V, por lo tanto
~B,4 - B=> ~ 4.

Métodos de Demostracion

Los métodos de demostracion que veremos son los recursos que podemos utilizar para demostrar
que un condicional es verdadero. Ellos son: el método directo, elmétodo indirecto o
contrarreciproco y el método por el absurdo.

Los condicionales asociados a un condicional dado p — ( son:
1. q — P (reciproco)

ii. ~ P - ~ q (contrario)

iil. ~Qq — ~ P (contrarreciproco)

Ejercicio: Demostrarque P - =~ ->~pP, - P=~pP -~ yque
P-9qFQq-p

Si tenemos un condicional 4 — ‘B  sabemos que de la inica forma en que sera falso es si
V(@A)=VyV(B)=F,y en este hecho deberemos basarnos para demostrar que 4 — B es

verdadero.
Método directo

Dadas 4 y B formulas proposicionales, el método directo se basa en analizar los posibles valores
de verdad de 4 . Como para V (4 ) = F siempre se cumplira que V(4 - B) =V, so6lo nos
interesa analizar cuando V (4 )=V, si establecemos que V (B) =V , habremos demostrado que
V(A - B)=V.

Ejempla
Vamos a definir algunos conceptos para entender el ejemplo.
Decimos que para a , b nimeros enteros , a # 0, a “divide a” b si podemos escribir b= c.a para

alguin entero C .

Notacién:escribiremos: a | b cuando a dividaab, ya 1 b cuando ano dividaab .

Queremos demostrarque a|b [l b|jc - alc

Enestecaso 4:“a|blb|c”,ys:“a|c”

Suponiendo V (4 )=V debemos ver que V (B)=V .

Si suponemos V(4 ) =V, por definicion, sabemos que b =k.a , y quec = h.b, donde k, h son

numeros enteros , entonces reemplazando b en la segunda igualdad, tenemos que ¢ = k.h.ay como
K.h es también un numero entero , por lo tanto a| cy asi V (B)=V .Luego V(4 - B)=V
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Método indirecto o contrarreciproco

Dadas 4 y B formulas proposicionales, este método se basa en analizar los valores de verdad de B
Para )V (B) =V , siempre resulta V (4 — B) =V (ver tabla de verdad del condicional!) , asi que
sOlo nos interesa establecer qué ocurre cuando V (B) = F : para que V(4 — B) =V debe ser

V(Aa)=F.
Ejemplo
Recordaremos algunas notaciones y propiedades:

- Si aes mayor o igual que blo escribiremos:a = b
- Siay b son distintos, lo escribimos a #b
- Si aes un nimero natural , se verifica que a = 1

- Si aes un numero natural o es cero lo escribiremos : a N [ { 0}

- aes menor o igual que b siy s6lo si b es mayor o igual que @ ; en simbolos : a< b siy
solosi b>a

- consistencia del orden respecto de la suma : si a<b se verifica que a+c< b+c
cualquiera sea el nimero C

- Siaesmenor que b, lo escribiremos a< b, y tenemos que a<b siysolosia< b ya#b.
Analogamente , a es mayor queb,a>b,siysolosia=b y a#b

Queremosdemostrarquesia,bDND{0} ra+b=1 5 a=00b=0

4:“a+b=1"; B:“a=00b=0";
~4:“a+b#1”; ~B:“a#0 Ub#0”

Si V(B)=F,entonces V(~B)=V;
Si V(B)=F (osea, V(~B)=V)severificaquea#0 Ub#0

Comoa,bDND{O} ,yademas a#0 [1b #0entoncesa,bIJN ,porlotanto a=1 L1b =1

Porsera = 1,severificaquea+b=1+b, yporserb=1, 1+b=21+1=2>1

Luegoa+b>1,yporlotantoa+b#1,conlocual V(~42)=V, yporende V(4)=F

Nota: Demostrar V(4 — B) = V por el método indirecto, no es otra cosa que demostrar
V(~B - ~ A4)=V por el método directo, y esto es validoporque 4 - B =~3B - ~ 4

Método por el absurdo

Partimos de la siguiente equivalencia logica:

(~304 -~ ~2)=4 - B

25



TEMAS DE ALGEBRA / Estella Maris Alvarez - Maria Isabel Oliver — Maria Susana Vecino

Luego, si queremos demostrar que el condicional 4 — B es verdadero, ello es equivalente a
demostrar que es verdadero el condicional ~ B [1 4 — ~ 4 ; aplicamos el método directo para
demostrar este ultimo, para lo cual debemos ver que si

V(~38 Ja)=Ventonces V(~2)=V

Ejemplo
Si 0<x<1 - X’ <1

Notaciones y propiedades previas:

- R esel conjunto de niimeros reales

, . o TR

- Si xOR (six esun niimero real) ,x# 0 , tiene inverso multiplicativo X' =—
X
- Consistencia del orden respecto del producto por un nimero positivo:

si X,y,zUOR ,x<y y z>0 entonces X.ZXYy.z
- Si x>0,entonces X >0 y X >0
- X noesmenor que Y sesimboliza: X €y

JZlZ“O<X<1”;$:“X2<1”;~$ |:|/‘42“X2¢ 1 do<x<1”

Demostracion: Supongamos quel (~ B [0 4 )=V ,0sea, 0 <x<1yque X £ I ; luego debe

ser X° = 1.
1 . .

0 <x <1 entonces — > 1> 0, por consistencia del orden con respecto al producto por niumeros
X

1 1
positivos, x=X>.— = 1.— > 1,0 sea, no se cumple que 0<x< 1.
X X
Luego V (~ 4 )=V, lo que resulta una contradiccion ya que supusimos que
V(~38 U 4)=V,lo que significa que V(4 )=V ; esto es un absurdo que proviene de suponer
V(~B Ua)=V,conlocual V(~3B [l 4)=F,yasilaimplicacion

~B 042 - ~2A4 resultaverdadera, y con ella también V(2 — B)=V.
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Ejercicios

1.Sean p:1<10, q:0< 1.
Determinar el valor de verdad de cada una de las proposiciones siguientes:

a) ~ p dplq g ~q
bypLq e)p ~ g hpL ~q
oo~pL~q Hpe ~q

2. Hacer las tablas de verdad de las siguientes formulas proposicionales:
a) ~(pOa)

b ~pl~q

¢) ~(pOaq)

4 ~pO-q

¢) pU~q

f)~plq

g~0q-~p

b ~[pO(a- 1]

3. Simbolizar completamente las proposiciones siguientes, utilizando el simbolo que corresponde a
cada término de enlace. Designar con letras minasculas cada proposicion atomica 0 minima:

a) El érea del tridngulo ABCes igual que el area del triangulo DEF, o el area del triangulo ABCes
menor que el area del triangulo DEF.

b) Tomara parte en el salto de altura y correra media milla.

c) Si las células de las plantas no tienen clorofila, entonces no pueden sintetizar los alimentos.

d) O tomara parte en la representacion o no ayudara en el vestuario.

e) Si a no es igual que cinco, entonces 0 €s mayor que ¢cinco 0 €s menor que cinco.

f) Si el Sr. Perez no estd enfadado, entonces Luis no ha venido demasiado tarde.

g) O sus deberes estan terminados, o si no estan terminados tendra que hacerlos por la noche.

h) Se puede dar el vector por medio de dos componentes, o estamos en tres dimensiones.

4. Demostrar que las siguientes proposiciones son tautologias:

a) ~(p0q) » ~ pd~q

b) ~(pOq) » ~ pO~q

o(p-aq-~pOq

d(p-0e(~q-~0p

5. Dadas p, q y r variables proposicionales, F es una contradiccion y T una tautologia. Verificar en

cada uno de los siguientes casos si los pares de proposiciones dadas son o no logicamente
equivalentes y cuando no lo sean explicar por qué:

a)~pLg y p-q

bypL (gL T y p
ogPLa)bLplLaoy ~(pLa)
dyp-q y (pUgU=pb~0
e)(p—-q) —r y p-(-r
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fp y qlr
g ~pL ~q y ~(PLa
hy(L ~q)Cr y ~(~pL g —r

6. Dadas p, q y r variables proposicionales, F es una contradiccion y T una tautologia. Verificar
cada una de las siguientes Leyes del Algebra de Proposiciones:

Leyes Idempotentes

lLaypL p=p Lb)pLp=p
Leyes de Asociatividad
2a)pL @@L n=EpLaglr 2b)pL@bn=@ELaolr

Leyes Conmutativas
3agpLg=qlp 3bypLag=qlp

Leyes distributivas
4da)pL(glr)y=mELag)L (LT
abypL(gLr)=pELg)L L

Leyes de Identidad

S5 pL F=Ep 5h)pL T=p
6a)pLT=T 6b)pLF=F

Leyes de complementos (o de inversas)

JaypL~p=T 7b)pL ~p=EF

8a) ~(~p)=p 8b) ~T=Fy~F=T
Leyes de De Morgan

92) ~(pLop=~pL~q 9b)~(pPLa=~pL ~q
Leyes de Doble Negacién o Involucion

10. ~(~p)=p

7. Demostrar que las siguientes equivalencias ldgicas de la implicacion y su negacion:
Npﬁ®5~qu
b (p~a)=(-a-~p
¢)~(p-0q)=pd~g

8. Demostrar las siguientes inferencias logicas basicas:
a.modusponens4,4 - B = B

b.modustolens ~8,4 - B = ~ 4

c. silogismo disyuntivo : 4L1 B, ~ 4 = B

d. contrarreciproco:4 - B = ~ B - ~ A4

e. simplificacion(S): 42 1 8 = 4 (también 4 1 B = B)
f. adicion (A): 4 = 42 U B (también B = 4 [l B)

g. silogismo hipotéticSH): 2 - 83,8 - C=> 4 - C
hha -8, >-8=>4U0°c¢-> 38

.4 - B=>4U0C - B
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'Ponens’ significa 'que pone' o 'que afirma’; 'tollens’,
'‘que borra’ o 'que niega'. Asi, 'modus ponendo
ponens' puede traducirse 'modo que afirma
afirmando’; 'modus tollendo tollens', 'modo que
niega negando’; 'modus tollendo ponens’, 'modo que
afirma negando’; 'modus ponendo tollenshodo
qgue niega afirmando. 'Modus ponens' puede
traducirse 'modo que afirma’' o 'modo afirmativo’;
'modus tollens', 'modo que niega' 0 'modo negativo'.
(“Diccionario de Filosofia”, J. Ferrater Mora)

9. Simplificar cada uno de los siguientes polinomios booleanos o proposiciones (es decir,
sustituyendo por expresiones logicamente equivalentes, tratar de obtener una expresion en ~, [y
[ con un nimero minimo de términos):

a) pL(~pLa

b) (pLagL ~p

o pLaplp

d pLalnlLeLgl~n
e) p-oplp
 p-nL(p -0

g Lol (~pL ~a

10. Expresar simbolicamente la siguiente afirmacion: “si el cuadrado de un numero entero es par,
entonces ese numero es par’.
Enunciar el contrarreciproco, el contrario y el reciproco.

11. Negar las proposiciones compuestas del ejercicio 3, y luego expresarlas en lenguaje coloquial.
Emplear equivalencias si fuera necesario.

12. Demostrar que la proposicion indicada es consecuencia 16gica de las premisas dadas. Deducir la
conclusion, escribiendo la abreviatura que corresponde a la regla que permite obtener cada linea, y
cuando se empleen lineas deducidas anteriormente, indicar el nimero de cada linea que ha sido
utilizada al aplicar la regla.

i. Demostrar : ~q ii. Demostrar : p iii. Demostrar: ~ s
(Mp-~q ()~r -~q (1) ~r 0Ot
(2)r-p (2)~r (2)s~r

(3)r (3)-a-p

iv. Demostrar : I [ S v. Demostrar : p vi. Demostrar: pL
()~p-rOs (1)~p- ()pCr
(2)qOt-~p (2)q (2)p-a
(3)qOt

vii. Demostrar : ~p viii. Demostrar: pL ix. Demostrar: p
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(Dp-a (1) a (1)~a0p
(2)g-r (2)g-~s (2)~q-s
(3)r - s (3) pOs (3)~s
(4)~s

13. Demostrar utilizando el método que crea mas conveniente:
a) Sin es impar entonces n’ es impar, (nUZ)
b) Six=a+ bentoncesx’= a +2ab+b’
¢) Sin?es impar entonces n es impar, (n0Z)
d) Sia. Db esparentoncesa es par ob es par
e) Sia,b,dIR,a+c<b+centoncesa<hb

14) a) Enunciar el contrarreciproco de las implicaciones del ejercicio 13.
b) Enunciar la implicacion reciproca de las implicaciones del ejercicio 13 y analizar
la validez de las mismas.
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Célculo de predicados

Esquemas proposicionales

Cuando definimos proposicion, hicimos mencion de cierto tipo de expresiones en una o varias
variables, que por si mismas no poseen un valor de verdad, pero si se les asignan “valores” a la/las
variable/s se transforman en proposiciones, con su correspondiente valor de verdad.

Ejemplos

1) “ X es un nimero primo ”
i) “ X divide a 24

iii) “ x divideay”

iv) “ X es hijo de Juan ”

v) “Xeshijjodey”

vi) “ 4 divide ax”

vii) «“ 3%

vill) “X +y”

Notese que ninguna de ellas es proposicion, porque no se puede decir que sean verdaderas o falsas.
Las expresiones 1), ii), iv) y vi) se convierten en proposicion en cuanto le damos algin valor
apropiado a la variable X ; las iii) y v) requieren que le demos valores apropiados a dos variables : X
e Yy las vii) y viii) no se convierten en proposicion aunque le demos valores apropiados a la o las
variables.

Las expresiones del tipo 1), ii), iii), iv), v), vi) se denominan esquemas proposicionales ellas
pueden ser en una o mas variables. El conjunto de objetos sobre el que tomamos los elementos para
darle valor a las variables de un esquema, para que éste se transforme en una proposicion, lo
denominamos universo.

La notacidn que corresponde a los esquemas proposicionales es la siguiente:

F[X] : X es un nimero primo
G[X] : x divide a 24

H[x, y] : xdivide ay

T[X] : Xes hijo de Juan

L[X, V] : Xes hijodey

N[X] : 4 divide a X

Si U designa al universo sobre el que se evaluaran determinados esquemas proposicionales, y
a [ U (esto quiere decir que a es un elemento de U) , simbolizaremos con F[a] la proposicion que
se obtiene del esquema F[X] al reemplazar X por a .

Nota: Dado un esquema proposicional, para transformarlo en una proposicion debemos reemplazar
la/las variable/s por nombres pertenecientes a cierto “universo” en el cual la expresion tenga
sentido; asi, para reemplazar X por algin nombre en F[X] , debemos elegir un universo dentro del
conjunto de numeros naturales o enteros, no tiene sentido si el universo esta constituido por
personas o por cuadrilateros, por dar algunos ejemplos.

Cuando los esquemas son en mas de una variable, cada una de ellas debe evaluarse en un universo

adecuado para que la expresion tenga sentido. Por ejemplo el esquema proposicional:

S[X, y] : X usa calzado n° y
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claramente las dos variables deben evaluarse en universos distintos, porque no tendria sentido
evaluar X en un universo de nimeros, ni tampoco Y en uno constituido por personas.

Para el universo U = N (conjunto de nimeros naturales),

F[5] : 5 es un numero primo
F[56] : 56 es un nimero primo
HI[5, 20] : 5 divide a 20

Las tres son proposiciones, dos de ellas verdaderas y la otra falsa; es mas:

V(F[5]) = V(F[19]) = V(F[53]) =V
V(F[25]) = V(F[56]) = V(F[14]) = F
V(G[4]) = V(G[12]) = V(G[1]) =V
V(G[5]) = V(G[25]) = V(G[13]) =F
V(H[12,36]) = V(H[2, 6]) = V(H[4,12]) = V
V(H[7, 5]) = V(H[5, 16]) = V(H[11, 13])=F

Para el universo U’ :{ Juan Cristing Andrés Mariela Lauta Estebéu
V(T[Laura]) =V ; V(T[Estebaf) =F

pero no tiene sentido F[Laura] , por ello tampoco se le puede asignar un valor de verdad.

Cuantificadores

Reemplazar la o las variables por elementos de un universo conveniente, no es la tnica forma en
que podemos obtener de un esquema proposicional una proposicion.
Por ejemplo, si decimos:

1. “Para todo X, X es un numero primo” , o bien

ii. “Existe un X tal que X es un nimero primo” , o

iii. “Para todo X y para todo y, xdivideay”, o

iv. “Para todo X existe un Yy tal que x divideay”, o

v. “Existe un X tal que paratodoy, xdivideay”

todas ellas son proposiciones, y asi podriamos construir otras con el esquema H[X, VY] .

Para analizar el valor de verdad de esas expresiones, en primer término hay que estar en un
contexto razonable, o sea, pensarlo en un universo adecuado, luego teniendo distintos universos,
aunque sean adecuados, el valor de verdad de cada una de ellas podria cambiar. Una vez fijado el
universo adecuado, por ejemplo U =N , podremos decir que i. , iii. son falsas, mientras que las
restantes son verdaderas.

Vamos a ocuparnos de esas locuciones que introdujimos : “para todo...” , “existe..” ; ellos se
denominan cuantificadores u operadoresque al anteponerlos a un esquema proposicional lo
transforman en una proposicion.
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Cuantificador u Operador Universgbara esquemas en una variable

La locucién “Para todo X... ” se denomina cuantificador u operador universal en Xy lo
simbolizaremos con [ X.

En términos generales, si se tiene un esquema proposicional F[X] , se puede obtener de él una
proposicion mediante la adjuncidn de un operador universal : [1X : F[X]

Ejemplos

1)« [Ix: X es un namero primo ”, o “LIX: F[X] ”
2) “Ox: xdividea24”,0“x: G[x]”

Cuantificador u Operador Existencial para esquemas en una variable

Llamamos cuantificador u operador existencial enaXa locucion “existe un X tal que...” , y la
notaremos : [IX

En general, si se tiene un esquema proposicional F[X], se puede obtener de él una proposicion
mediante la adjuncion de un operador existencial : [IX: F[X]

Ejemplos

1) “ UIX : Xes un nimero primo ”, o “ [X: F[x] ”
2) “ X : 4 divideax”, o0 [IX: N[x]”

Reglas de deduccion para proposiciones con cuantificadores
Las reglas de deduccion para proposiciones con cuantificadores son:

Para all U, F[X] esquema proposicional
1. Ox: F[X] = F[a], cualquiera sea all U
2.F[a] = UX: F[X]

Ejemplos 1. “Todos los perros son mamiferos”, por lo tanto “Colita es un perro entonces es
mamifero”

2. “5 es un nimero entero primo”
Por lo tanto “existen los nimeros enteros primos”

Negacidén de los cuantificadores

Dada una proposicion, tenemos determinada la proposicion contraria, su negacion.
Por ejemplo, si tenemos la proposicion:

Todo nimero es primo

su negacion sera:

No todo numero es primo

o bien :

Algunos ndmeros no son primos

o también :

Existe un nimero que no es primo
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Estas tres tltimas expresiones son equivalentes en el lenguaje coloquial porque expresan el mismo
concepto, pero la ultima podemos traducirla simboélicamente, asi que, cuando tengamos:
~(OX: xesprimo) estaremos diciendo: [IX : Xno es primo

En lenguaje formal: ~ (OX: F[X] ) es X : ~ F[X]
Definicion: definiremos ~ (0X: F[X] ) como “[X : ~ F[x]”

Ahora, si tenemos la proposicion:
Existe un numero que es primo

su negacion sera:

No existe un numero que sea primo
o bien:

Ningun nimero es primo

o también:

Todos los nimeros son no primos

Como antes, las Ultimas tres expresiones son equivalentes en el lenguaje coloquial, pero solo la
ultima, quizas la que menos usariamos, es la que puede simbolizarse 16gicamente.
Cuando decimos: ~ ([IX: X es primo) estamos diciendo: [1X : Xno es primo

oseaque: ~ ([X: F[x])es UX: ~ F[X]

Definicion: definiremos ~ (LIX: F[X] ) como “[IX: ~ F[x]”

Cuantificadores en esquemas de dos o més variables

Volvamos al esquema

H[Xx, y] : xdivide ay

Si le damos un valor a X 0 a ¥, y sélo a uno, no tendremos una proposicion, sino un esquema
proposicional en una variable:

Q[x] = H[x, 26] : xdivide a 26

Jly]=HJ13,y] : 13 divide ay

Para obtener una proposicion debemos darle valor a ambas variables:

H[12, 35] : 12 divide a 35

Igualmente, no basta con adjuntarle un solo cuantificador para obtener una proposicion:

“Paratodo x, xdivideay”, o0 “[X : xdivideay”, o “[IX : H[x, y|”

“ existe un X tal que x divideay ™, o “[IX : xdivideay”, o “[IX : H[X, y]”
“Paratodoy,Xxdivideay”,o“ly : xdivideay”,o“ly : H[X, y] 7

“ existe un y tal que x divideay 7, 0 “lly : xdivideay”, o “0y : H[X, y]”

Ninguna de ellas es proposicion, sino esquema proposicional en una variable.

Para obtener una proposicion de esos esquemas proposicionales en una variable, podemos darle un

valor a la variable, o bien adjuntarle un cuantificador:
Si tenemos el esquema S[y] : [IX : xdivideay

S[45] : UX : xdivide a 45, es una proposicion y es falsa para U = N

34



CAPITULO I: INTRODUCCION A LA LOGICA PROPOSICIONAL

También es proposicion:

Oy : (X : xdivideay)
que expresa que ““ existe un numero natural que es divisible por todo niimero natural ” , proposicion
que es falsa, pero es proposicion ( siempre en el universo U = N)

Para el esquema T[X] : Ly : xdivideay
T[13]: Oy : 13 divide ay , es proposicion y es verdadera, paraU = N
Ux: (Oy : xdivideay)
es una proposicion que dice que “cualquiera sea el nimero natural X siempre existira un nimero
natural y tal que X divida ay” , proposicion que también es verdadera (U =N).

Volvamos al esquema H[X, Y] ; por adicién de dos cuantificadores podemos obtener las siguientes
proposiciones:

i. Ox: (Oy: H[x, y])

ii. Oy: (Ox: H[x, y])

iii. Ox: (Oy: HIxX, Y1)

iv. Oy: (Ox: H[X, y])

v. Uy : (Ox: H[x, y])

vi. OX: (Oy: H[X, \])

Vamos a traducir al lenguaje coloquial lo que expresamos en cada una de las proposiciones:

1. ““ Para todo nimero natural X existe un nimero natural y tal que x divideay ™.

ii. “ Existe un nimero natural Yy tal que para todo nlimero natural X se verifica que X dividea y”.
iii. ““ Para todo nimero natural X y todo nimero natural y, X divideay” .

iv. “ Existe un nimero natural Y, y existe un nimero natural X, tal que X divide ay”

v. “ Para todo numero natural y existe un nimero natural X tal que X divide ay”

vi. “ Existe un nimero natural X tal que para todo nimero natural y , X divide ay ”

Todas esas proposiciones son diferentes pues todas ellas expresan conceptos distintos.

(paraU =N):

1. es verdadera pues todo numero divide a algin nimero, en particular se divide a si mismo.

ii. es falsa porque no hay ningin nimero que sea divisible por todos los nimeros

iii. es falsa porque no es cierto que todos los numeros sean divisibles por todos los nimeros

iv. es verdadera porque hay un nimero para el cual existe un numero que lo divida.

v. es verdadera porque cualquiera sea el nimero natural elegido siempre hay un niimero natural que
lo divida.

vi. es verdadera porque hay un nimero natural, el 1, que divide a todo nimero natural

También observamos que los cuantificadores N0 son intercambiables:
i Ox:(Oy:H[x,y1) vy ii. Oy: (Ox:H[x, )
expresan conceptos muy diferentes; y tampoco son intercambiables, en general, las variables:

i Ox:(Oy:H[x,y]) vy v. Oy : (OX: H[x, y])
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Solamente podemos intercambiar, y por lo tanto no nos interesara en qué orden los pongamos, en el
caso en que los cuantificadores en ambas variables sean del mismo tipo, 0 ambos universales o
ambos existenciales:

Ux: (Oy: H[Xx, y] ), dice que todo niimero natural es divisible por todo numero natural, lo mismo

que dice [y : (UX: H[X, y]), por ello lo escribimos generalmente
Ux, Oy : H[x, y]

Analogamente con Ly : ([IX: H[X, y] ) , que dice que existen niimeros X e Y tales que X divide a 'y,
por lo cual es equivalente a escribir [IX: (Ly: H[X, y] ), por lo que lo escribiremos:
Uy, Ux: H[x, y]

Si tenemos un esquema en tres variables, por ejemplo:
Q[X, ¥, Zz ] : Xes maximo comun divisor de yy z
Podemos reflexionar como antes; si evaluamos el esquema en una de las variables, tendremos un

esquema en dos variables:
Ply,z]=QI[2,V,Z ] : 2 es maximo comun divisor deyy zZ
R[X, z]=QIX, 6, Z ]: X es maximo comun divisor de 6 y Z

M[X Yy ]=QIX Y, 13 ] : X es maximo comun divisor deyy 13

Si lo evaluamos en dos variables, tendremos un esquema en una:

S[z]=Q[10, 4, z] : 10 es maximo comun divisor de 4 y z
L[ x]1=QIx 3, 7] : Xes maximo comun divisor de 3y 7
NIy 1=QI[5,V, 8 ]: 5 es maximo comun divisor deyy 8

y si lo evaluamos en tres variables, tendremos una proposicion:

Q[4, 12,16 ] : 4 es maximo comun divisor de 12y 16

También podemos usar los cuantificadores para los esquemas de una variable:
Ux :L[x]; 0y :Ny]l; Uz :S[z]
X :L[x]; 0y :N[y]; Oz :S[z]

y dos cuantificadores para los de dos variables:
Ox:(0z:R[xz]); Oy : (Ox :M[x,y]); Uz: (Oy: Ply,z]), etc.

Si adjuntamos cuantificadores al esquema en tres variables Q[X, Y, Z] :
Ox QI Yy, z]; Oy :QIxy,z]1;0z : Q[x . z]
Ox :QIx Y, z]; Uy : QIx Yy, z]; 0z : Q[x Y, ]

obtenemos, en todos los casos, esquemas en dos variables.

Si ahora adjuntamos dos cuantificadores:

O[z]:0x:(0y :Q[xY,z]);V[z]:Ux :(Qy :Q[xVY,2]);
B[ x]:0z:( 0y :Q[xvYy,z]);Uly]: Uz: (IX:Q[xy,z]); etc.
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Obtenemos esquemas proposicionales en una variable, que, como dijimos para cualquier esquema,
podemos transformarlo en una proposicion dandole valores a la variable o adjuntindole un
cuantificador:

Uz: [Ox:(Qy :Qxy,z])]; Uz : [Ux : (Ly : Q[x y,z1) 1;
Ox:[0z: (Oy :Qxy,z])1; Uy:[0z: (UX: QX Y,z ])]; ete.

Todas ellas son proposiciones.

De forma anéloga podemos transformar en proposicion, esquemas proposicionales en cualquier
cantidad finita de variables.

Negacidén de los cuantificadores en esquema de mas de una variable

Si tenemos un esquema en dos variables M[X, Y] , y le adjuntamos un cuantificador obtenemos un
esquema en una variable :

LL[x]:0y:M[xY] ii. S[x]: Uy : M[x, V]
iii. Q[y ]: OX: M[x, y] iv.R[y ]: X : M[x,V]

Por ser todos ellos esquemas en una variable, al adjuntarle un cuantificador lo transformamos en
una proposicion:

i, Ox: (Oy: M[x y]) i, Ox: (Oy : M[x, y]) iii. Ox: (Oy: M[x, y])
iv. Ox : (Oy : M[x, ¥]) v. Oy : (Dx:M[x, ¥]) vi. Uy : (OX : M[X,Y])
vii. Oy: (OX : M[x, y]) viii. Oy : (OX: M[x, y])

Por lo que ya vimos, los cuantificadores no son intercambiables a menos que sean del mismo tipo,
por lo tanto [IX: (LJy : M[X, Y] ) es equivalente a [y : ([IX: M[X, y] ),

como asi también lo son [IX : (Ly : M[x,y])y Oy : (OX : M[x,y]) .

Para negar aquellas proposiciones debemos aplicar, en cada caso, la definicion de la negacion de
cuantificadores. Veamoslo en los casos anteriores (eliminamos los casos v. y vii. por ser
coincidentes con el i. y el iv. respectivamente):

i ~[Ox:(Oy:Mixy])] = Ox: ~(Oy:Mxyl) = Ox:(Oy : ~ M[x y])
i, ~[ Ox:(Oy :Mx y1)] = Ox: ~(Oy :Mx 1)1 = Ox: (Oy:~ M[x y])
fii. ~[Ox: (Oy: Mx y1)] = Ox: ~(Oy:Mx y]) = Ox:(Qy : ~ M[x y])
iv. ~[Ox : (Oy :Mix y])] = Ox: ~(Oy :Mx y]) = Ox : (Oy: ~Mix y])
vi. ~[ Oy: (Ox :M[x y])] = Oy: ~( Ox:Mix y]) = Oy : (Ox: ~ M[xy])

viii. ~[Oy: (OX:M[x, y])] = Oy: ~ (Ox:M[x,y]) = Oy: (OX : ~M[x,¥])

Si el esquema es de mas variables, el razonamiento que se emplea para su negacion es el mismo
que el que aplicamos en dos variables, pero repetido tantas veces cuanta sea la cantidad de
variables.
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Ejemplo

Px y]: x<y

i Ux, Oy :P[x,y] o [, Oy:x<y

“Cualesquiera sean los nimeros X e y se verifica que x<y”

Negacion:UIx, 0y : ~P[x,y] o UX,0y:x <y
“Existen numeros Xe ytalesque X € y ”

i, Ox: (Oy:Pxy]) o Ux:(Oy:x<y)
“Para todo nimero X existe un numero Y tal que X<y ”

Negacion:LIx: (Ly:~P[x,y]) o X :(Oy:x<y)

“Existe un namero X tal que para todo nimeroy, X € y”

iii. Oy: (OX:P[x,y]) o Oy :(Ox:x<y)

“Para todo nimero Y existe un numero Xtal que X<y ”

Negacion:ly: (X : ~ P[x,y]) o Ly:(UX:x<£vy)

“Existe un namero Y tal que para todo nimero X, X € y ”

Observacion: Notese la diferencia de las afirmaciones ii. e iii. que se obtienen al intercambiar las
variables en los cuantificadores.

Si el universo es U = N, ii. es verdadera e iii. es falsa , si el universo es U =R o U =7Z ambas
son verdaderas, pero dicen cosas diferentes.

iv. Oy: (OX:P[x,y]) o Oy: (X :x<y)

“Existe un numero Y tal que para todo nlimero X se verifica que X<y ”
Negacion:ly: (X : ~P[x,y]) o Oy:(x:x<£vy)

“Para todo nimero Y existe un numero X tal que X € y ”

Observacién: Aqui también se percibe la diferencia entre ii. € iv. que tienen intercambiados los
cuantificadores. En este caso, cualquiera sea el universo U =N, U =Z o U=R , iv. es falsa.

v. OX: (Oy:P[xy]) o [Ox:(Oy:x<y)

“Existe un nimero X tal que para todo niamero Y se verifica quex<y ”
Negacion:[Ix: (Oy: ~P[x,y]) o IXx:(Oy:x £ y)

“Para todo nimero X existe un numero ytal que X € y ”

Ejercicio: Analizar la veracidad o falsedad de esta proposicion en los universos:

38



CAPITULO I: INTRODUCCION A LA LOGICA PROPOSICIONAL

U=N,U=%Z,0=R
vi. Ux, Oy:P[xy] o [x, Oy:x<y

“Existen numeros X e Y tales que X<y ”
Negacion:UIx, [y : ~P[x,y] o Ux, 0y :x ¢y
“Para todos X e y se verificaque X € y ”

Ejercicio: Analizar la veracidad o falsedad de esta proposicion en los universos:

U=N, U=Z o U=R

Aplicacién: Daremos un ejemplo de como demostrar, con los elementos de la 16gica dados, que un
razonamiento es verdadero.

Sea el siguiente razonamiento:

A ningun pescador le gustan los inspectores.

A todos los habitantes del pueblo les gustan los inspectores.
Juan es pescador.

Juan no es habitante del pueblo.

Definamos los esquemas proposicionales involucrados en el razonamiento.
P[X] : X es pescador

Q[X] : a x le gustan los inspectores

R[X] : X es habitante del pueblo

Expresemos en lenguaje logico el razonamiento dado.
1. OX:P[x] - ~Q[X]
2. x:R[X] - Q[x]
3. P[Juan|
por lo tanto ~ R[Juan]

Justifiquemos la validez del razonamiento:
4. P[Juan — -~ Q[Juan] (regla de deduccion del cuantificador existencial aplicado a 1.)
5. R[Juan - Q[Juan] (regla de deduccion del cuantificador existencial aplicado a 2.)
6. ~Q[Juan (MP , modus ponens, aplicado a 3.y 4.)
7. ~ R[Juan (MT , modus tolens, aplicado a 5.y 6.)
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Ejercicios

1. Simbolizar utilizando las siguientes letras de predicados o esquemas proposicionales:

PIX,M:x>y; QX,¥:x=y; HXy,zl:x=y+2z; SK,y:x+y=3
Txy,z]:x+z>y

a) X >Y entoncesX=73

b) X <y entonces y=1

c) X=<2 o X+3<=<0entonces x> 1
d) Xx+y>S5entoncesy + x>5

e) X+y=3entoncesy+ X#3

f) x+2>y y y>1

g X=y+z o x+7>y

h) X <yyy <zentonces X =2

1) X=y+z y z>lentoncesX=y+1
j) X<lentoncesXx<1l y x<2

2. Simbolizar empleando el cuantificador universal:
a) Todos los perros son mamiferos
b) No todo asiatico es chino
¢) Cada nifo es bueno
d) Todos los hombres son mortales
e) Cada cuadrado es rombo

3. Simbolizar empleando el cuantificador existencial:
a) Existe un felino manso
b) Ningin nimero entero es primo
¢) Hay plantas que viven en el agua
d) No existe un numero real cuyo cuadrado sea 1
e) No hay aves cuadripedas

4. Negar las proposiciones de los ejercicios 2. y 3. en forma simbdlica y coloquial, sin usar el
conectivo ~ precediendo al cuantificador.

5. Negar las siguientes proposiciones sin que la negacion quede precediendo al cuantificador:
a) [x: R[X] - S[X]
b) [X: P[x] L Q[X]
) [Dx:(Qy: Plx,y L Q[x, ¥
d) Ox.Oy: (R[] L S[y] - Q[x,y L H[x,)
e) Ux:(Oy:P[x,y1 - ~S[yD
6. Simbolizar las proposiciones siguientes:
En el universo de discurso de los numeros reales (R ), considerar:
PX,W:x>y; QX,Y:xX2y; R[X]:x=7=2; S[X]:x>9
Hixy,Z:x=y+2z; TKY,Z:x+z>y

Expresar formalmente la negacion de:

a) OX: R[X] f) Ox,0y: (P[x, ¥ C Q[x, ¥
b) Oy: ~Sly] ¢) Oy: (Ox: P[x, v C QIx, )
¢) Ox:(Qy:  P[x, 1) h) Ox,Oy: R[x L S[yl - QIx, )
d) Oy: (Ox: Qx, Y i) Ox:(Oy: P[x, i - ~S[y))
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e) Ox:[Oy: (Oz:H[x,y,2)] j) Ox,0y: (Oz: Q[x, W — TIXY,Z])

7. Negar cada una de las siguientes proposiciones:
a) x:(Oy: Px,¥)
b) Ux:(Oy: P[x, V)
) Ox:(Qy:(Px] L QlyD
d) Oy,0x:[0z:( P[x,y - Q[z])]
e) Dx:[0y:( P[] - QIyD]
) Dx0y:(PIx] - Qly]
g) Oy:[Ox: (Ox: P[x] C S[y] - T[xY,2]))

8. Analizar el valor de verdad de cada una de las proposiciones del ejercicio 6.

9. Sea A= {1, 2,3,4,5 } Determinar el valor de verdad de cada una de las siguientes

proposiciones. Cuando sea falsa exhibir un contracjemplo o mostrar que su negacion es verdadera.

a) IXOA: x+1=3

b) OxOA: x+3<10

c) UxOA:x+326

d OxOA: x2<l1

e) [X:(Oy: x|y)

f) Ox:(dy: y|x)

g) Ox:(Oy: y|xO x#Yy)
hy Ox,0y: x> +y <49

i) Ox,0y:(dz: X*+y <7Z)

10. Definiendo el universo conveniente en cada caso, utilizar cuantificadores para convertir los
siguientes esquemas proposicionales en proposiciones verdaderas:

a) X+3=3+Xx

b) xy>0

c) X+y<5

d xX<0

e) (x+y)=x+y
f) 6x—4=5

g) x>0L x<0
h) x+ 14k>2

11. Cambiar, cuando sea posible, el universo de cada uno de los incisos del ejercicio anterior para
obtener proposiciones falsas.

12. Sean N ={ 1,2,3,....... } es el conjunto de los nimeros naturales, Z el de los enteros, Q el de

los racionales, y R el de los nimeros reales. En cada caso, para el conjunto universal U que se
indica, probar que las proposiciones dadas son falsas exhibiendo un contraejemplo o mostrando que
su negacion es verdadera.

a) U=R, 0z:[| 2/>0]
b) U=0Q, Ox: (WVxOQ)
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g)
h)

13.
de

U=Z, Ox:(Dz: [xz<0])
U=N, Uz:(z+1<2)

U=%Z,Ox0y: 20Q
y

U=N, Ox:(0z: x-z[ON)
U=N, On:[ n>2"]
U=R, Ox:(0z: Z = x)

Simbolizar los siguientes razonamientos utilizando los simbolos 16gicos, y los simbolos tipicos
la Aritmética. Después escribir una deduccion completa de la conclusion, aclarando las
inferencias logicas y equivalencias que se utilizan en cada paso.

a.

C.

Paracada y, Yy esparsiysolosi y+1 esimpar.
Paracada X, si X esiguala 5+ 1 entonces X es par.
5+ 1 no es impar.

Por tanto, 15 es impar.

Paratodo x, si 12=x+4 o X=5.3, entonces X no es par.
Paracada y, y esparo Yy esimpar.

15=3.5

Por tanto, 15 es impar.

Paratodo z, si z es mayor que 3 + 4, entonces Z es mayor que cero.
Cada y es positivo si y solo si es mayor que cero.

Tres mas cinco es mayor que tres mas cuatro.

Por tanto, tres mas cinco es positivo.

14. Simbolizar los siguientes razonamientos utilizando los simbolos logicos. Después escribir una
deduccion completa de la conclusion, aclarando las inferencias logicas y equivalencias que se
utilizan en cada paso.
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a.

Todo aquél que no esta loco puede aprender matematica. Ninguno de los hijos de Domingo
es capaz de entender matematica. Ningin loco estd habilitado para votar. Pedro es hijo de
Domingo.

Por lo tanto, Pedro no esté habilitado para votar

Ningun caballo sabe silbar.

Ninglin cerdo tiene alas.

Todos los que no saben silbar tienen alas.
Por consiguiente, ningun caballo es cerdo.

Todos lo nifios son traviesos.

Ningun ser es travieso y no es adorable.
Guillermo es un nifio.

Por lo tanto, Guillermo es adorable.

Todos los grandes compositores son genios.
No hay nadie que no sea compositor y no sea temperamental.
Maria es genio. Por lo tanto, Maria es temperamental.



CAPITULO I

CONJUNTOS, RELACIONES Y

FUNCIONES

“Algunas cantidades en verdad dependen de otras, si al ser combinadas las
Ultimas, las primeras también sufren cambio, y entonces las primeras se
llaman funciones de las dltimas”. (Euler, 1755)

“Un conjunto es una coleccion en un todo de determinados y distintos
objetos de nuestra percepcion o nuestro pensamiento, llamados los
elementos del conjunto”.

(Cantor, siglo XIX)






PRIMERA PARTE:

INTRODUCCION A LA TEORIA DE CONJUNTOS

Cantor definié la idea de conjunto como “agrupamiento en un
todo de objetos bien definidos, de nuestra intuicion o de nuestro
pensamiento”...

Cantor es quien darad vida estable y rigurosa a la “teoria de
conjuntos”. ..Esta teoria original, pero audaz y revolucionaria
para la época encontré oposicién en especial entre matematicos
influyentes de Alemania; esta circunstancia, unida a las
dificultades que presentaba la teoria y los nuevos problemas que
planteaba, llevo tal vez a su autor a una enfermedad nerviosa que
lo mantuvo alejado de la ciencia durante unos afios, volviendo a
ocuparse de la teoria de conjuntos en el decenio 1887-1897
(“Historia de la Matematica”, vol 2 J. Rey Pastor y J. Babini)

Georg Cantor- (1845- 1918)

Conjuntos
Conceptos basicos

Llamaremos conjunto a un objeto matematico que no definiremos pero que utilizaremos con la
nocion intuitiva que la misma palabra nos precisa, como coleccion de objetos que pueden ser de
caracter abstracto o concreto. Dichos objetos constitutivos del conjunto seran denominados
elementos.

Para definir un conjunto hay que precisar cudles son los elementos que lo componen, y ello puede
ser hecho en forma explicita, o sea enumerando cada uno de ellos, o bien enunciando la o las
propiedades que deben cumplir; en el primer caso los conjuntos se dicen definidos por extensiony
en el segundo, por comprensidéno propiedad. Si un elemento esta en un determinado conjunto
diremos que pertenecea dicho conjunto, en caso contrario, cuando no esta en el conjunto, diremos
que no pertenece él.

Designaremos a los conjuntos con letras de imprenta mayusculas: A , B, C, D, EN, R etc., y a los
elementos con letras minusculas: a, b ,c ,d ,e, j, X,,\etc.

Para indicar que un determinado elemento a pertenece a un conjunto B, escribiremos al !B, y para
decir que a no pertenece al conjunto B, escribiremos allB.

Al conjunto que no contiene ningun elemento lo llamaremos conjunto vacio, y lo designaremos
con el simbolo ¢.

Ejemplos

1) A ={ X / X €s un numero natural pa}r, conjunto definido por comprension.
2) B ={ 2,4,6,8,10, 12 } , conjunto definido por extension.
3) C ={ x / x es ciudad de la Argentin}a, conjunto definido por comprension.

4) D ={ La Plata, Bariloche, Santa Rosa, Posadas, Mar del Plata, San R}afaed)njunto

definido por extension.
5) 6LJA, 6B, 24L]A, 1800B, 70A, 700B
6) Buenos AiresIC , Buenos Airds D , Barilochd_IC , Bariloche.1D.
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Nota: Para poder definir un conjunto por extension es necesario que tenga una cantidad finita de
elementos, y, aunque tedricamente sea posible para cualquier cantidad finita, desde un punto de
vista practico también se necesita que la cantidad de elementos sea razonablemente chica.

Con frecuencia, representamos graficamente los conjuntos por los llamados Diagramas de Venn.

A

alJA, bUA, fOA, elUB

... al convertir la nocién de conjunto en una nocién basica de
la matematica, se hizo indispensable su introduccion en la
ensefianza general y se cred, en forma elemental, un
“algebra de conjuntos”, en la que desempefian eficaz papel
didactico los llamados “diagramas de Venn”, que el légico
inglés John Venn propuso en 1880, modificando diagramas
semejantes que en 1770 habia utilizado Euler para
representar los silogismos.

(“Historia de la Matematica”, vol 2 J. Rey Pastor y J. Babini)

VENN (JOHN) (1834-1923) naci6é en Drypool (Hull) y fue profesor
en la Universidad de Cambridge. Incluido por Hamilton y John
Stuart Mill, Venn se destac6 por sus trabajos en logica inductiva.
Como Hamilton, ademas, proporcion6 en el curso de sus
investigaciones logicas sistematicas muchos datos para el estudio de
la historia de la logica.

(“Diccionario de Filosofia”, J. Ferrater Mora)

Inclusién

La inclusion es una relacion entre dos conjuntos; dos conjuntos cualesquiera pueden o no estar
relacionados por inclusion.

Definicion: Diremos que el conjunto A esta incluido (contenido, es parte glen el conjunto B si
todo elemento de A es también elemento de B.

En simbolos: ALIB si y sélo sill1 X x[1 A= x[1B

También se utiliza la expresion: B incluyeo contieneal conjunto A, en simbolos B [J A.

5
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Entonces, si A no esté contenido en,Bignifica que no todo elemento de Aes elemento de B, o sea,
que hay un elemento, al menos, de A que no es elemento de B., asi

Al B siysolosillx / xOAO xOB

Ejemplos
En los conjuntos de los ejemplos 1), 2), 3) y 4) citados anteriormente:

BOA,DOC, AOB,COD

Generalmente, cuando definimos un conjunto por comprension, indicamos la o las propiedades que
deben cumplir los elementos que estan en el conjunto, y esos elementos los presuponemos en un
conjunto referencial mayor,un conjunto que contiene a todos los conjuntos de los que hablamos, a

ese conjunto lo denominamos universal y lo designaremos U

Igualdad entre conjuntosDos conjuntos Ay B son igualessi tienen los mismos elementos, o sea,
si todo elemento de A lo es de B, y reciprocamente, todo elemento de B lo es también de A.

A=B siysolosi AOB O BO A

Luego A es distinto deB , o A no es igual que B, si existe un elemento en A que no es elemento de
B o alglin elemento de B que no lo es de A.

A#B siysolosi AL B L BO A

Propiedades de la inclusion

i) reflexiva A, AU A

i) antisimétrica AU B 0 BOA = A=E
iii) transitva: ADB O BOC = Al C
iv) pOA OA

Demostraremos, a modo de ejemplo, las propiedades, iii) y iv)

Demostracion
iii) Hipotesis: ALl B 0 BO C,
debemos demostrar que A[] C, por lo tanto , tenemos que ver que todo elemento de A es
elemento de C.
Sea, entonces, X[ A, como A B, entonces X[ B,
pero B C, luego si X1 B entonces XLIC,
asi XOA = xOC, luego ALJC , como queriamos demostrar.
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iv)

Para ver que ¢ [J A, cualquiera sea el conjunto A, debemos preguntarnos qué pasaria
si hubiera un conjunto A que no contuviera al conjunto ¢ .

Por definicion, si eso ocurriera, deberiamos encontrar algin elemento X tal que X[ ¢
[0 xO A, pero eso es imposible porque no hay ningiin X [ ¢, luego no ocurre jamas

que haya alglin elemento en el conjunto vacio que no esté en A, simplemente porque no
hay ningun elemento en el vacio, por lo tanto la condicion para que ¢ [J A no se

verifica, luego se cumple su negacion, y ¢ [ A,y esto es sea cual fuere el conjunto A.
Si queremos analizar la veracidad de la afirmacion ¢ [J A desde el punto de vista
logico, tenemos que estudiar la veracidad de la proposicion:
Ux: xUg = xUA
la que es trivialmente verdadera ya que el antecedente es falso, o bien que su negacion:
Ux: xO@ O xO Aes falsa.

Operaciones entre conjuntos

Las operaciones binarias entre conjuntos nos permiten definir un nuevo conjunto a partir de otros
dos. Ellas son union, interseccién, diferencia y diferencia simétrica.

Existe otra operacion, a veces llamada unaria, que nos define un conjunto a partir de otro; éste es el
caso del complemento.

Union

Dados dos conjuntos Ay B, llamamos ALl B (A unidn B al conjunto que tiene como elementos
los elementos de Ay los elementos de B.

En simbolo A B ={ x/xJA OxOB }

Asi tenemos que xUALIB < xUA L xLIB.
Luego

xd ALB < xOA L xOOB

Diagrama de Venn de AB:

Ejemplos U es el conjunto de nimeros naturalds= N
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B={1,3,57,9 }
AOB={1,2,3,4,5,6,7,9 }
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2) c={ x/xes miiltiplo dé }
D= { x / x es divisible por 3}
cUD={ x/xes divisible pof o es divisible pos }

3) E={ x/xdivide a 100}
F={ x/xesparC x<10 }
EOF={ 1,2,4,5,6,8, 10,20, 25,50, 100 }

Propiedades de la union

i) asociativa AL (BO O=(AUB)UC
ii) conmutativa:ALD B = BO A
iii) ALUAOB yBLUAOB
iv) AOB=B siysolosiAl B
en particular: ALl A=A, Al¢=A, A0 U=T, LA

Demostracion Se deja como ejercicio

Interseccion

Dados dos conjuntos Ay B, llamamos An B (A intersecciorB), al conjunto de los elementos que
estan simultaneamente en A y en B.

En simbolos: A n B={ x/xUJA L xUUB }

Asi tenemos que xUAnB < xUAL xLIB
Luego xOdAnB < xOAL xOIB

Diagrama de Venn de A0 B:

Dos conjuntos Ay B se dicen disjuntossi An B = ¢

4

Ejemplos Para los conjuntos dados antes
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1) AnB={ 135}
2) cnD={ x/xes divisible pot5 }
3) EnF={ 24,10}

Propiedades de la interseccién

i) asociatva An(BnC)=(AnB)nC
i) conmutativa:An B =Bn A
iii) AnBLIALIANBLIB
iv) An B = AsiysolosiAllB
en particular: An A=A, An¢g=¢, An U=A, LA

Demostracion Demostraremos, a modo de ejemplo, la iv)

Esta propiedad afirma que son equivalentes dos proposiciones: AN B= A [J ALIB, por lo tanto
debemos demostrar dos implicaciones:

AnB=A= AUB,
y la reciproca:

ALIB= AnB=A

=) Comencemos con la primera. Debemos demostrar que ALIB con la hipotesis AN B =A.

Para demostrar esta inclusion hay que tomar un elemento genérico de Ay ver si también esta en B.
Sea entonces XLIA, como AN B= A, entonces XLI AN B, luego xLIA L xLIB, asi xLIB, que es
lo que queriamos probar. Luego ALIB.

[J ) Demostremos la segunda implicacion. Ahora nuestra hipotesis es que ALIB, y con ella
debemos ver que se verifica la igualdad de los conjuntos A y AN B.

Para demostrar una igualdad entre dos conjuntos debemos probar que cada uno de ellos esta
incluido en el otro.

La inclusion AN BL] A se verifica siempre por iii), asi que aqui no hay nada para demostrar.
Veamos que ALJ AN B, ahora si usando la hipotesis:

Sea XLIA, como ALIB, entonces XxLIB, luego XLIA L x[IB, asi xLI An B, por lo tanto ALl An B.

Los casos particulares provienen de las relaciones ALIA , ¢ O Ay ALIU respectivamente.

Tenemos, ademas, una propiedad que vincula ambas operaciones: la distributividad.
La union es distributiva respecto de la interseccion, y la interseccion es distributiva respecto de la
union; en simbolos:

ALUBNC)=(ALB) n (ALIC)
AnBLUC)=(AnB) U (ANC)

Diferencia

Dados dos conjuntos Ay B, llamamos A — B(A menos Bal conjunto:
A-B={ x/xJAL xOB }

Asi tenemos que xUA-B <« xUA L xUB,

Luego xOA-B = xOA L xLIB
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Diagrama de Vennde A—-B :

4 ]

Ejemplos Para los conjuntos dados mas arriba

1) A-B={ 2,46 }
2) A—-B= { x I x es divisible por 5 pero no por}3
3) A—B={ x/xdivide al00 y ademas x es impar o x> 1p= { 1, 5,20, 25, 50, 100 }

Propiedades de la diferencia

1) A-B=A « ANB= ¢ ,enparticularA—g¢g=A
ii) A-B=¢ < ALIB,enparticular: ¢ —A=¢ ,A-A=¢

Demostracion Se deja como ejercicio

Nota: La diferencia no es una operacion asociativa:

A—-B -0 #(A-DB - C(en general)

ni conmutativa: (en general) A -—-BZB -A,

se puede afirmar mas, A — B y B — A son conjuntos disjuntos.

Para demostrar las dos primeras afirmaciones, s6lo debemos buscar ejemplos de conjuntos A, B, G
en el primer caso, y A, Ben el segundo para los cuales no se verifiquen las igualdades.

Ejemplos Sean
A={1,2,4,7,9,12,18,23 }
B={ x/xespar x<30 }
C={ x/xUN L 7<x<36 }
A-B={1,7,9,23 }

B-C={ 2,4,6 }
A-B-0={1,7,9,12,18,23 }
A-B-c={ 1,7}

Claramente se observa que: A—(B—C) # (A-B)-C

~

Ejercicio para pensar: ;se verifica siempre alguna de las dos inclusiones?, ;o nunca?, ;o a veces ?.
Cualquiera sea la respuesta que dé, justifiquela.

Para la segunda afirmacion calculamos B — A

B-A={ 68,10, 14, 16, 20,22, 24,26,28 }
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Aqui también se observa que: A—B#B — A
Ahora debemos demostrar que (A—-B)N (B-A = ¢

Si no fuese asi, existiria un elemento XLI(A—-B N (B -A),
Luego xLIA-BL xLIB-A
Asi xUA L xOB L xUIB L xOA,

Lo que claramente es una contradiccion, que provino de la suposicion: (A—B)Nn(B—A) # ¢,
porlotanto (A-BNB-A=¢.
Complemento

Esta operacion es llamada unaria porque, a diferencia de las anteriores, no se obtiene un nuevo
conjunto a partir de otros dos, sino de uno solo.

Dado un conjunto A, se llama A (complemento de)Aal conjunto formado por todos los elementos
que no estan en A (considerados éstos en un conjunto Universal predeterminado).

A={ x/xdA }

Diagrama de Venn deA:

Claramente se observa que el complemento de A se puede pensar como una diferencia, puesto que:

A=U-A
Ejemplos

Sean U = N (conjunto de nimeros naturales)
A= { x [ x es multiplo de 6}

B={ x/xespar}

c={ 123,467}

Z={ x / x no es divisible por 2. x no es divisible por 3}
§={ x/xesimpar}

C={ x/x>7Cx=5}

Propiedades del complemento

) A=A
ip=U L U =¢
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iii) Leyes de De Morgan: AOB= A
A
ivy)ALB =« BOA

Demostracion Se deja como ejercicio

Diferencia simétrica
Esta operacion se define a partir de otras anteriores: AA B = (AL B) — (AN B)

Luego un elemento pertenece a la diferencia simétrica dé& y B (AA B) si pertenece a uno de ellos,
pero no a ambos.

Diagrama de Venn de A\ B:

4
g

Ejemplos
) A={x/x<6 } B={ 1,3,57,9 }

AAB={ 2,4,6,7,9 }
2) C={x/xes multiplo de 5} D% x / x es divisible por 3}

QXD={ x [ x es multiplo dé o de5, pero no de 15}
3) E={ x/xdivide a 100} ={ x/xesparl_ x< 10 }

BF={ 1,5,6,8,20,25,50,100 }

Propiedades de la diferencia simétrica

i) AsociativaAA (BAC)=(AAB)AC

ii) ConmutativaAA B=BA A

i)AAA=¢, AA@p=A

iv) Distributiva respecto de la interseccionAAB) N C=(ANn C)A (BN C)

Demostracion Se deja como ejercicio
Ejercicio para pensar ;Se verifica la propiedad distributiva de la diferencia simétrica respecto de

la unién?, o sea, es verdadero o falso que: (AAB)LJC=ALC)ABLC)?
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Justificar la respuesta.

Teorema: Cualesquiera sean los conjuntos Ay B, se verifica:
i) AAB=A-BLUB-A
i) AAB=AnB)UBNA)

Demostraremos i) a modo de ejemplo
Demostracion

Como debemos demostrar una igualdad entre dos conjuntos, debemos probar dos inclusiones:

AABLUA-BUB-ALA-BLUMB-ALAAB.

Para la primera, sea XLIAA B, entonces XJALIB [ x[(JAN B.
Como XxUJALIB, entonces xUJA L xLIB.

Si xUJA entonces x[1B, pues x[JAN B, = xUUA-B

Si xLUB entonces XA, por la misma razon, = xLIB — A
Luego xLUA-BL xLUIB-A= xLU(A-BLI(B-A.
Por lo tanto AAB LI (A—B LI(B-A.

Para la segunda inclusion, seax LI (A—-B) LU(B-A),
entonces XLIA-BL xLUB—-A

luego (XA L xOB) L (xUUB L xOA),

asi  (xUA L xUB) L (xOA L xOB).

Luego xJ(ALIB)— (AN B)

ycomo (ALJB)—(ANnB)=AAB

tenemos que XL AA B

Porlotanto (A—-B LI(B-A LI AAB.

Como hemos demostrado ambas inclusiones, podemos afirmar que:

AAB=(A-B LUB-A

Conjunto de partes de un conjunto

Definicion: Llamaremos conjunto de partesle un conjunto A, al conjunto cuyos elementos son los
subconjuntos de A.

En simbolos 2 (A) = { X/ XUA }

Observacion ¢ LI Ay ALIA OA, porlotanto ¢ LU?(A) UUALP(A) OA.

Por consiguiente, excepto en el caso en que A= ¢, P (A) tiene, al menos, dos elementos; en
particular siempre es HA) # ¢.

P(¢g)= {¢J} , conjunto de un solo elemento, o unitario, puesto que el tnico subconjunto del
conjunto ¢, es ¢l mismo.

Ejemplos

Do oA={123}, 2@ ={e. {1}.{2}.{3}. {1 2}.{13}. {2.3}. {12 3}
2 B={a}, 2®={{a}. ¢}
3 c={g} 2© ={n{g}}
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Obsérvese que el conjunto C del ejemplo 3) no es el conjunto vacio, es el conjunto unitario (como
lo es también B del ejemplo 2) cuyo tinico elemento es el conjunto vacio, y por ellaP (C) tiene dos

elementos, como 2 (B), y no uno solo como ? ( ¢ ).

Propiedades

i) SiALUIB= (AL 2(B)

i) (A UP@®B U P(ALUB) ,se verifica la igualdad? Justifique.

i) (A N PB) =P(ANB)

iv) ¢(Es verdadero o falso que ? (A—B) [ P (A) — P (B) ? ;y la inclusion reciproca?
Justifique las respuestas.

Demostracion Se deja como ejercicio.

Uniones e intersecciones generalizadas

Asi como hemos definido la unién y la interseccion entre dos conjuntos, podemos extender estas
definiciones a cualquier familia finita de conjuntos, e incluso, a cualquier familia infinita.

Por ejemplo si tenemos tres conjuntos A, B, C :

ADBOC={ x/xJA L xUB L xcC }
AnBnC={ x/xJA L xUB L xUC }

Si tenemos una sucesion finita de conjuntos A; , A , A, ...... A, donde n es cualquier nimero
natural:

n
En otras palabras, U A es el conjuntos de los elementos que estan en cada uno de los A .
i=l

n
Luego ﬂ A esta constituido por los elementos que pertenecen simultaneamente a todos los A .
i=1

Si tenemos una familia cualquiera de conjuntos(A) , donde | es un conjunto deindices

ial
(I podria ser el conjunto de Numeros Naturales, un conjunto finito, o cualquier otro conjunto
infinito), definimos:

JA ={ x/x0 Aparaalgin U1 } ={ x/CilJ I tal que xJ A}

ial

NA={ x/xJA DilI}.

ial
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Ejemplos
A= [ i, i +1] (intervalo real) ,i=1,....,n,n>3

UA=[1,n+l], ﬂA ¢ (ysin=10Ln=2?
=l

i=1

B, = [—l, l} , NN
n n

Ue=[-11. B =1{0}

Producto cartesiano

Sean a 'y b dos elementos (del mismo conjunto o no), se puede formar el conjunto { a, b} que los
tiene a ambos como elementos; en este conjunto importan los elementos a y b pero no el orden en
que éstos figuren, puesto que { a, b} = { b, a} . Si nosotros necesitamos, no so6lo especificar los

elementos, sino también el orden en que aparecen, debemos definir otro conjunto que dependa de
los elementos a y b y también del orden en que sean tomados.

Definicion: dados dos elementos a'y b, llamaremos par ordenado alide primer elemento a y de
segundo elemento b ) al conjunto {{ a}, { a, b}} )

Designaremos al par ordenado ab con el simbolo (@, b

Claramente (a, b)# (b, a) puesto que los conjuntos {{ a},{ }} y {{ b},{ a, b}} son
distintos ya que { a} D{{ a},{ a, b}} y { a} D{{ b},{ b}} , cuando aZb , como asi
también{b}D{{b},{a,b}} y {b}D{ }

Por la definicién anterior (a, a) ={{ a}, { a, a}} = {{ a}} .

En el par ordenado (a, b), a se denomina primera coordenada y b segunda coordenada del par.

Observacion importanteA partir de la definicion podemos establecer las condiciones necesarias y
suficientes para la igualdad entre pares ordenados:

(@, b)=(c,d) siysélosi aellb=d
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Demostracion

=) Supongamos que (@, b) = (¢, d), por definicion de par ordenado, esto significa que:
{{at.{a b} ={{c}.{c d}}.

Si a= b entonces {{ a}, { , b}} = {{ a}} , 0 sea un conjunto unitario, de donde, por la igualdad
supuesta, {{ C},{ G d}} también debe ser unitario, luego {C} = {C, d} , lo que implica que
c=d.Como (@ a) = {{ a}} , (c, 0= {{ C}} , (&, &) = €, O por hipdtesis, tenemos que

{{ a}} = {{ C}} , de donde { a} = { C} ,yasi a=c, como queriamos probar.

Sea ahora a#b , como {{ a},{ a, b}} tiene dos elementos, por la igualdad supuesta,

{{ C}, { C, d}} también debe tener dos elementos, luego { C, d} * { C} entonces C# d.
De la igualdad {{ a},{ a, b}} = {{ C},{ C, d}} sabemos que { a} D{{ C},{ C, d}}, y como

este conjunto tiene dos elementos, debe ser { a} = { C} o { a} = { C, d}. Como ya vimos que
{ C, d} tiene dos elementos entonces { a} = { C, d} es imposible, luego { a} = { C} , de donde
a = cC Por otra parte, de la igualdad afirmada en la hipotesis, tenemos que
{a,b} D{{ C},{ C, d}} = {{ a},{ a b}} , Y por ser {a,b} un conjunto de dos elementos y
{ a} uno unitario, no pueden ser iguales, luego { a, b} = { a, d} , y como b# a, debe ser b = d,

como queriamos demostrar.

[l ) Esta implicacion es trivia, pues si a = ¢ y b = d se verifica que
{a}={C}y{a,b}={c,d},luego{{a},{a,b}}={ C},{C, }},oloqueeslornismo
(a, b)y=(c, d)

Asi podemos afirmar que: (a, #(c,d) siysolosi #&c [ bZd.
Definicion: Sean los conjuntos Ay B, llamamos producto cartesiano de A por Bal conjunto:

AxB={(a, b/ aO AD bJ B
Ejemplos

1) A={ab};B={1,2,3}
AxB={(a,1), @ 2),(a 3),b, 1), (b, 2), 0 ,3)}
BxA={(1,a), (2, 2,3, a, (1, b), 2, b), 3,b)}

2) c={1};D={1,5}
cxD={(1, 1),(1, 5)}
pxCc={(1, 1),5 1)}
Propiedades
i) AXB=¢ =« A=¢ L B=¢
i)y ADAOBROB - AXB'0AXB

iii) (ALUB)xC=(A%XC) LB x*C)
iv) (ANnB)XC=(AXC) n(BXC)
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v) (A-BXC=AXC)-B XC)
vi) AxB=(AXxB)O(AxB)UJ(AXB)

Demostracion Se deja como ejercicio.

Representacién grafica:

Usualmente se representa el A

producto cartesiano de dos B

conjuntos A X B en un sistema de

dos ejes cartesianosy el cual el N

eje horizontal, o de las abscisas
se utiliza para indicar los

elementos de A, y el vertical, o

de ordenadas, los de B

- m——
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Ejercicios

1.- Dado el conjunto A:{ 1, 2,{ 3} ,{ 1, 2} , —1}, determinar cuales de las siguientes

afirmaciones son verdaderas. Justificar.

i) 3UA i)y {L2}O0A iii) {1,2} OA
iv) {3} 0 A V) {{3}}DA vi) @A
vii) @ LA vii) { 1, 2,-1} OA ix){-1,2} LA

2.- Determinar si ALl B en cada uno de los siguientes casos. Justificar.

) A={1.2,9} B={1,2,{3},-3}

i) A={1,2,0,-1,-2} B={ xOR / | x+3|<1}

i) A={1,2,49 B={1,2,34,5}

iv) A={g} B=¢

v A={xOR/ 2<]|x<3} B={ xOR/ X <3}

3.- Dados los conjuntos:
A={nON/ nespa}, B={nON/ nesimpay,

C={xOR/ 0<x<1}, D={nON/nesimpad 10},

E:{qm@/ q:% con nmi{ 1,2} O m{o,l,z}}

a) (Cuales de ellos pueden ser definidos por extension?

b) Realizar las siguientes operaciones describiendo, cuando sea posible, la solucion por extension:
i) AnB i) AOB iii) An E iv) EnC
viQ AE vi) R-C vi)AA B viii) CA E

4.- Dados A, By C conjuntos de un conjunto universal U, demostrar cada una de las siguientes
Leyes del Algebra de Conjuntos:

Leyes idempotentes
ica) AOA=A i-b) An A=A

Leyes de asociatividad
ii-a)A0(BOC)=(A0OB)OC ii-b) An (BnC)=(AnB)nC

Leyes conmutativas
iii-a) AUB=BOA iii-b) An B=Bn A

Leyes distributivas
iv-a)AO(Bn C)=(A0OB)n(AOC)
iv-b)An(BOC)=(AnB)O(ANC)

Leyes de identidad
v-a)Al @ =A vb)AnU=A vi-a) AOU=TU Vi-bD)An@g=¢@

Leyes de complementos
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viia) ADA= U vich) AnA=@  viii-a) A= A viii-b) U= @ 0 9= U
Leyes de De Morgan:

ix-a) (A0 B)= An B ix-b) | An B)= AB

5.- Sean A, B conjuntos, probar que:

i)y D BOA L AOBOB i) AABOA C AnBOB

i) AnB= ¢ = AOB ivy AAB=(A-BO(B- A

vy AJ Bo A B= A= AUB=B- BOA
vi) AnB=¢g = AAB=AOB
vii) AAB=¢ = A=B viii) An (BAC)=(An BA( A Q

6.- Usando diagramas de Venn, conjeturar cuales de las siguientes afirmaciones pueden ser
verdaderas y demostrarlas. En los casos que se consideren falsas, verificarlo con alglin ejemplo:

A-(B-C)O(A-B-C
i) (AOB)-C=(A-QO(B-Q i) A-(B-C)O(A-B-C
A-(B-C)=(A- B-C
ii)A—B=Ae B=g
iv)AABD(AnTB)D(_An@, ABO(ANB)O( A B,
B=(AnB)0( A §

v) AAB=A-B - BOA vipAUBOC=BUOC « AJB U AlC

7.- Realizar las siguientes operaciones para los conjuntos A, B, C, D y E del ejercicio 3, haciéndolo
por extension cuando sea posible, y realizar un grafico también cuando sea posible:

)D x N ii)C x C iii)C x R iv)E X E

v)B X B viyC x{0, 1} vi) A x {0}

8.- Probar que, para A, B y Cconjuntos:

i) ( AD Bx C= AxCOBxC i)y (An Bx C= AxCn BxC

iii) ( A~ Bx C=(AxC)-(BxC) iv) Ax(BAC)=(Ax BA( A& Q
WAXB=@g « A=¢p LUIB=¢ vi) A A BO B= AxB AxB

Vii)A# @ ,B# @, A B= AXB# BxA; cuandoes (Ax B)n (BxA)# ¢ 2

9.- Para los conjuntos U ={ A/ i0l } que se indican, calcular:

UA=UA={x/oi01: x0A} vy [(JA=()A={x/ x0ADDOI}

AOU iol AOU iol
i) 1={4,5610},A={dON/ d dividea i
i) 1=N,A={12,..i} i) 1=Q, A={0,2i}

10.- Hallar los conjuntos de partes de los siguientes conjuntos:

NA={2,34} iiyB={ a, b} iii) BXB vy vP(p)  vi)P(B)

11.- Demostrar que ALl B= 2 (A)LI?(B)
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12.- Analizar la veracidad o falsedad de:

i) P (ALIB)=? (A LI P (B) i) P(ANB)=P(A)n P(B)
i) AnB=¢@ =>2PANnNPB=¢ v)P(@)=¢@

v)P(A)# @ OAO U (U universo dado) vi)P(A-B=2(A)—2P(B)

13.- Demostrar las siguientes propiedades del producto cartesiano de conjuntos:
1) AXB=¢g - A=¢ L B=¢

i) AUALUBLB < AXB' LI AXB

iii) (ALUB) XC=AXC)LI(B xC)

iv) (ANB)XC=AXC)n (B XC)

v (A-BXC=(AXC)— (B XC)

vij AxB=(AXB)UJ(AxBLAXB)

Hilbert contribuy6, con su gran autoridad, a difundir las ideas de Cantor, en especial en Alemania, y puede
decirse que la teoria de conjuntos recibié consagracién oficial en el Congreso de Zurich de 1897.

Esa teoria trajo aparejado el hallazgo de algunos “conjuntos paradéjicos”, que dieron base a una polémica
acerca de los fundamentos de la matematica que se mantuvo durante los primeros decenios de este siglo
(XX) y cuya resefia tiene ya cabida en una historia de la matematica.

Algunas de estas paradojas, que se deben al uso indebido del concepto “todos”, venian de lejos. Recuérdese
la del cretense mentiroso que puede sintetizarse en la expresion “yo miento”, que implica contradicciéon pues
si digo la verdad miento y si miento digo la verdad. Este tipo de sofisma, con ropaje variado, esta muy
difundido; una versién por ejemplo, se enuncia en el Quijote:

La paradoja del Quijote Aparece entre las cuestiones sometidas al juicio de Sancho Panza, como
gobernador de la insula de Barataria. En resumen es la siguiente: El duefio de un rio habia impuesto como
condicién a quien quisiera pasar un puente que lo cruzaba, que debia “jurar primero a donde y a qué va; y
si jurase verdad, déjenle pasar, y si dijere mentira, muera por ello ahorcado en la horca que alli se
muestra”. Ocurrié entonces que un hombre, que sin duda habia leido a Russell, dijo que no iba a otra cosa
gue “a morir en aquella horca”, con lo cual los encargados del cru--
del puente quedaron desconcertados, pues si lo dejaban p
libremente el hombre habia mentido y debia morir en la horca, [
si era ahorcado habia dicho la verdad y se debia dejar pa
libremente. Lo que sigue ya no es cuestion de logica, pero val
pena terminar el cuento. Consultado el buen Sancho, que no enti
de sutilezas logicas, propone al principio una imposible soluc
salomonica:

“que deste hombre aquella parte que jur6 verdad la dejen pasar
gue dijo mentira la ahorquen”, mas luego, cediendo a razones
I6gicas pero si humanitarias, resuelve que lo dejen pasar libreme
“pues siempre es alabado més el hacer bien, que mal”
(“Historia de la Matematica”, vol 2. J. Rey Pastor y J. Babini)

61






SEGUNDA PARTE:

RELACIONES

Gréfica
Definicion: Sean A y B conjuntos, se denomina graficaen AX B a cualquier subconjunto de AX B.
Ejemplos
1)A={1,23,5}, B={a b ¢ d}
G={(,a),(1b),(2,0,(2 d), 3 3 b}

2) A= N ( conjunto de niimeros naturales), B= R (conjunto de nimeros reales)

G={(x y)/ x=y} OAxB
Definiciones Llamaremos proyeccion de Gy proyeccion de Ga los conjuntos:

Proy, G ={xOA/OydB: (% yO G} OA
Proy, (G)={yOB/OxO A: (% yO G LB

Ejemplos

1) Para los conjuntos A , By G del ejemplo 1) anterior
Proy, @) ={1,2,3,5} , Proy, (G)={a b ¢ d}

2) Para los conjuntos A , By G del ejemplo 2) anterior
Proy, (G)= N Proy, (G)={yD]R/ OXON : y:\/?}

Nota: G LI Proy,(G) XProy, (G) LI AXB ; las inclusiones reciprocas pueden no verificarse,
como se observa en los ejemplos precedentes.

PropiedadesSean G, y G, dos gréaficas en AX B. Demostrar que:

1) Proy, (G, n G,)UProy,(G,) n Proy,(G,),i=1,2. Se verifica siempre la igualdad?,
(a veces?. Justificar.

2) Proy, (G, 0 G,)=Proy, (G, OProy, (G,),i=1,2
Demostracion Se deja como ejercicio.

Definicion: Sea G una grafica en AX B . Se denomina gréfica inversa de G ala graficaen BA :
G'={(y, %/ (x yOG}
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Ejemplos

) A={1,2,3,4,5},B={a b ¢ d}
G={(La),1b,(2 0,2 d G a6 b
G'={(a D, (b1),(c2),(d?2),(a3), (b5}

2) A= N (conjunto de nimeros naturales), B= R (conjunto de nimeros reales)

G={(x,y/x=y }0 NxR
G'={(x,y/xJR ,yUN Cy=x }ORxN

Propiedades

1) Proy, (G)=Proy, (G™)
2) Proy, (G)=Proy, (G™)

Demostracion Se deja como ejercicio.

Definicién: Sean G y H graficas en AXB y BXC respectivamente. Llamaremos Ho G
(G compuesto con H) a la grafica en AX C definida por:

HeG={(x, yOAxC/ DI B(x 0 QI (.z M H
Ejemplos

1) AB=C=N ,G,={ (2,5),(3,4).(6,2), (3, 1), (2,7) } .

G,={(4,8),(53),(1,9), (2,2),(7,4),(510)}
G, ©G,={(2,3),(3,8),(6,2), (2,10),(3,9), (2, 4)}

G, °G,={(54),25). 2 7.(51)}

2)A={1,2,3,4,5}, B={a b c d}, c={7.8, 9,10}
G ={(a),(b),(2 0,2 d),3 a6 b} UAXB
G, ={(@7.(a9),.(h10),(c9),.(c4} LUBXC
G, oG, ={ (1,7),(1,9),(1,10),(2,9),(2,4),(3,7), (3,9), (5, 10) } LIAXC
Ejercicios
i) Para los ejemplos 1) y 2) anteriores calcular:

G, &7, G2°GY)', GG,

ii) Demostrar que siempre se verifica: (G, © Gl)'1 =G, o G, !
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Relaciones

Definicién: Una relaciénes una terna [1 = (A, B, G donde Ay B son conjuntos cualesquiera y G
es una grafica en AX B.

A se denomina conjunto de partida, y Bonjunto de llegada o codominio.
Decimos que x esta relacionado cow por la relacion] , o que x[y, si (x, YU G. En este caso

decimos que y es un correspondiente depar la relacion [ .
Se puede definir una relacion dando los conjuntos A, By G o bien, en vez de explicitar el conjunto
G, decir cuando un XLIA esta relacionado con un yLIB por la relacion en cuestion.

Ejemplos

1) 0,=(A B, G),donde A={1,2,3,4,5},B={a b g d},

G, ={ ), b),(2, 0,2 d,@3 aG b}.
Aqui tenemos que: 100, a, 10, b,20,¢,20,d,30,a,50,b,14,c,2a.

2)A=B=N, x [,y siysolosi gsmultiplode x.

En este caso la grafica de la relacién es un conjunto infinito, luego no puede definirse por
extension, pero dada la propiedad que define la relacion, podemos afirmar que:

10,3,10,4,30,6,60,6

2 1,3,414,6,314,5,64,8

Si se quiere definir la grafica, debera hacerse por comprension, y la propiedad que define a los
pares ordenados que pertenecen a la grafica es justamente la que establecimos como propiedad para
definir la relacion:

G={(x, yONxN / y esmdultiplode %
3)A=B=N, x,y siysolosi xy=1

Para esta relacion, con estos conjuntos de partida y de llegada respectivamente, tendremos un tnico
par ordenado en la grafica, el (I, 1) , pues 1 [, 1,y es el unico par de niimeros naturales
relacionados.

Observacion:

Sienvez de ser A=B= N , fuese A= B=7 (conjunto de nimeros enteros), en la grafica habria
dos pares ordenados: (1, 1) y (-1, —1), lo que muestra que las relaciones son diferentes, aunque la
propiedad que define a los elementos que estan relacionados sea la misma.

Si, en cambio, A = B =(Q (conjunto de niimeros racionales), la grafica G, sera
1 . e
G,= { (x,—)/xd Q@ L x#0 } , que es un conjunto infinito.
X
Nota: Estas consideraciones dejan bien en claro, que la relacion es una terna en la cual los tres

conjuntos A, By G (o lo que es lo mismo, la propiedad que define a los elementos relacionados por
ella) son igualmente importantes, cambiando cualquiera de ellos se modifica la relacion.
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Definicién: Sea [ = (A, B, G una relacion; llamamos relacion inversa dell , a la relacion
0% =(B, A, G"), donde G " es la grafica inversa de G.

Ejemplos

1)A=B=N, x0O)'y siysolosi  xsmultiplodey.
30501,405'2,905'3,6 0%

32’2'14,22’2'14,62’2'17, 10 JZI’2'18
2)A=B=N, x0O;'y siysolosi xy=1
En este caso 0, = 03*

En una relacion [ = (A, B, G puede ocurrir que A= B o bien que A# B. Las relaciones del primer
tipo, o sea en las que A = B, las llamaremos relaciones en Ay podremos notarlas como

0=(AG)

Definicion: Sea [ = (A, B, G una relacion, EO A, DOB, HOG definido por
H ={ (X, Yy G/ xtd EQ V] D} , la relacion [J'= (E, D, H) se denomina relacion de E'y D

inducida por [ .
Relaciones en un conjunto A
Sea [1= (A, G) una relacion en un conjunto A.

Definiciones La relacion [ se dice:

Rdlexiva, si: all a UOalA,
o lo que es equivalente, (a, aJG, alA.

Simétrica,si: ald b= b [0 a, a, bLA,
osea (a,b)UG = (b, a)lG.

Antisimétrica,si: all bL b0 a= a=b,
o0 equivalentemente (a, b)IG L (b, a)LJG = a=bh.

Transitiva,si: aldb L bOc=alc a,b,ctlA
o0 equivalentemente (@, bJG L (b,9ollG = (a, oUG.

Entonces, tenemos que una relacion [ :
no es reflexivasiCa OAtal que alJ a, (@, @ G, para algin allA)

no es simétricasiCa,bdAtalesque al b L b7 a,
(Ca,b0A: @@ UG L (b, ad G).

no es antisimétrica siCa,bJAtalesque azb L al b L bl a,
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(Ca,b0Atales que az b L (a, b)LIG L (b, a)G).

no estransitivasi Ca b, cOA talesque a0 bLbOc L aldc,
(CabcOA: (@ bUG L (b,90G L (a, 90 G).

Ejemplos
1)A=N, x £,y siysolosi y esmultiplode x.
Precisemos, primero, qué queremos decir cuando afirmamos que “y es multiplo de’k

Definicion: Sean a, bl] N . Decimos que b es mdltiplo de, (o que a divide a b, o que a es factor
de b, o0 que a es divisor deb, o que a es parte deb) si CkLI N tal que b= k.a.

De acuerdo con la definicion dada, observamos que la relacion £, es:
Relexiva pues a £, a HallN,yaque a=1.a, cualquiera sea el nimero natural a.

Antisimétricapues a £, b L b £ a= a=b.

Vamos a demostrarlo:

Si b es multiplo de a quiere decir que Ckll N tal que b= k.a, como a es multiplo de b
ChUN talque a=h.b

Reemplazando a por su expresion idéntica, tenemos que b= k.h.b, por lo tanto k.h= 1, siendo k
y h nameros naturales, eso implica que K=h=1, con lo cual vemos que a=Dh.

Transitiva se verificaque a£, bLbf c=af c
Demostrémoslo: si b es multiplo de a entonces LKLl N tal que b=k.a;

si ¢ esmultiplo de b entonces Lhd N tal que c=h.b
Reemplacemos b en esta ultima igualdad con lo cual obtenemos ¢ = h.k.a, y como h.kLI N
tenemos que C es multiplo de a.

No es simétricgues 4 es multiplo de 2 y 2 no lo es de 4
2)A=7Z , x L,y siysolosi xdideay
Definicion: Para aZ 0 diremos que adivideab si CkLJZ talque b=k.a.

La definicion para Z es completamente andloga a la de N, con la excepcion que para decir que a
divide a b tenemos que suponer aZ 0 (En N no es necesario, dado que 0L N ).

También en este caso se pueden utilizar todas las expresiones equivalentes que dimos
anteriormente.

Nota: La exigencia de que a# 0 se impone porque cuando a divide a b, el kLIZ que segin la
definicion existe, es ademas Unico, puesto que si b = ka = h.aentonces k.a — h.a= 0 , y asi
(k=h.a=0,siendo a#0,debeser k—h=0, conlocual k=h.

Si en cambio a pudiese ser igual 0, podriamos escribir 0 = 1.0 = 2.0 = 5.0, y asi sucesivamente; en
otras palabras, podriamos decir que 0 divide a 0 pero con infinitos cocientes.
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Volviendo a nuestra relacion £, ,analicemos las propiedades que verifica y las que no.
No es reflexiva porque 02,0 L 0 Z

No es antisimétrica porque 2 £,-2 L -2£,2 L2 #-2(-2=(-1).2; 2=(-1).(-2))
No es simétrica porque 3 £,6 L 6Z2 3(6=2.3)

Es transitiva, la demostracion es analoga a la realizada anteriormente.

Estos dos ejemplos muestran claramente la importancia de considerar en una relacion, no sélo la
propiedad o la grafica, segiin como sea dada, sino el conjunto sobre el que se define la misma;
sobre distintos conjuntos, vinculando los elementos con propiedades analogas, se obtienen dos
relaciones con propiedades muy diferentes.

3A={1,2,3,4,5},G,={ (1,1),(2,2),3,3), (1,2, 2, 1) }, £, =(A G,)
No es reflexiva porque 4 ,2/3 4, pues (4,4) 1 Gs
Es simétricapues 1£,2 L2 £,1
Es transitivapues 1£,2 L2 £,1 L 1 £,1
28,1 L 1£,20L28,2
No es antisimétrica porque 1£,2 L2 £,1 L 1#2

4) B={1,2,3},6,={ (1,1),2,2,3,3),(1,2,2,1) }, £, =(B,G,)

Es reflexiva, simétrica y transitiva. No es antisimétrica.

5) A={1,2,3,4,5} ,G,={ (1,1),2,4.3,5 }, & =(A, G,)

No es reflexiva, ni simétrica.
Es antisimétrica y transitiva.

Nos concentraremos en el estudio de dos tipos particulares de relaciones en un conjunto A:

las relaciones de orden y las de equivalencia.

Relaciones de Orden

Definicién: Una relacion L1 = (A, G) se dice de orden si es reflexiva, antisimétrica y transitiva.

Cuando [ es una relacion de orden decimos que [] define un ordenen A, o también que (A, [1)
es un conjunto ordenado.

Ejemplos
1) (N, £,) del ejemplo 1) anterior, es un conjunto ordenado.

2) (R , £)donde < es el orden usual de los nimeros reales, es un conjunto ordenado.
Escribimos X <Yy, yselee Xxesmenoroigual quey.

3) (R ,=),donde x=y sii y< X, estambién un conjunto ordenado.
X2y selee Xxes mayoroigual quey.

4) (R ,<),donde x<y siysoOlosigi) x<yLlL x#y.
X<y selee Xesmenorquey.

68



CAPITULO II: CONJUNTOS, RELACIONES Y FUNCIONES

Esta no es una relacion de orden aunque se denomine orden estricto, pues no es reflexiva, pero si
antisimétrica y transitiva.

5 (R ,>),donde x>y sii y<x sii 2yl x#y.

X>y selee Xes mayorquey.
Tampoco es una relacion de orden, por las mismas consideraciones que en la anterior, y también se
denomina orden estricto.

6) ( 2 (A), L), donde P (A) es el conjunto de partes de un conjunto A, [l es la relacion de
inclusion entre conjuntos, es un conjunto ordenado.

7) Definamos en N X N la siguiente relacion [, :
(a, by, (c,d) siysélosisi) a<sc L bsd

(Es una relacion de orden?

(Esreflexiva? Si,pues (a, b)0,; (a,b),0(a, bl N x N.

(Es antisimétrica?

Si, puessi (a, b), (c,d)L (c,d)0J, (a, b)entoncesa< ¢ L b < d, yademas
ccalds<hb

as<clLc<ga=a=c

d<sblLbs<sd=b=d

Luego (a, b) =, d).

(Es transitiva?

Si,puessi (a, by, (c,d) L (c,d 0, (e,fentoncesa< ¢ [ b < d,yademas
c<e L dsf

a<c [ cse=ac<e,

b<sd L dsf=b<sf.

Luego (a, by, (e, f).

Asi [, es una relacion de orden sobre N X N .

8) En N X N definamos la relacion [, :
(a, by, (c,d) = a=c L bs=d.

Verificar que (N X N , [, ) es un conjunto ordenado.

9)En N X N definamos la relaciéon [, :
(@b, (c,d = asc L b=d

Verificar que (N X N, [1,) es un conjunto ordenado.

10) En N X N definamos la relaciéon [, :
(a, by, (c,d)= asc L (sia=c= b<d)
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Verificar que (N XN, [,) es un conjunto ordenado. Este orden se denomina orden
lexicografico.

Los ejemplos 7), 8), 9) y 10) nos muestran cuatro 6rdenes diferentes para N X N |
(1,2) L (3, 4)estan relacionados por U, y U, perono por [, ni por [I,.

(1L,2)0,63.49 L (1,200,369
4,3) U, (5,2), pero (4,3) L (5, 2) no estan relacionados por ninguno de los tres o6rdenes

restantes.
En realidad podemos observar que todo par de elementos en N X N estan relacionados en algiin
sentido por [, , no asi, necesariamente, por ninguno de los otros tres 6rdenes. Esta diferencia es

sustancial, y nos lleva a precisar este concepto.

Definicién: Sea (A, 1 ) un conjunto ordenado. Diremos que es totalmente ordenada que L1 es
unordenotal paraAsi xOy[LCyl x Ox yOA.

Cuando (A, [0 ) no sea totalmente ordenado, o sea cuando X, Y[ A tales que XXy Ly R x,
diremos que es parcialmente ordenado o quk! es un orden parcial para A

Ejemplos

1) (N x N, [,) es totalmente ordenado.
2)(NxN, ), (NxN, [0,), (N x N, 0,) son conjuntos parcialmente ordenados.
3) (N, £,) del ejemplo anterior es parcialmente ordenado.

4) (R , <) del ejemplo precedente, es totalmente ordenado, al igual que (R , =).
5) (2 (A), L) es parcialmente ordenado.

Definiciones Sea (A, [J ) un conjunto ordenado ; BLIA , BZ ¢, allA.

Diremos que a es cota superior de Bi x [J a, LIxLIB.

Diremos que a es cota inferior de Bi a [ x, 0 xLIB.

Decimos que B es acotado superiormenté admite cotas superiores, acotado inferiormentai
admite cotas inferiores, y acotado si lo es inferior y superiormente.

Decimos que a es maximade B si:
1) aes cota superior de B
ii) allB

Notacion:a =max B

Decimos que a es minimo o primer elemento desB:
1) a es cota inferior de B
ii) alLIB.

Notacién:a =min B

Diremos que a es un maximal de Bsi:

i) alB.
i)al x, xlUB = a=x.
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Diremos que a es un minimal de Bsi:
iyalLlB
i)x a, XIB = a=x.

Diremos que a es supremale B si:

1) aes cota superior de B

ii) b es cota superiorde B= a [l b
Notadon: a =sup B

Diremos que a es infimo de Bsi:
i) a es cota inferior de B

ii) b es cota inferior de B = bl a
Notacion:a =inf B

Observaciones;

Cuando un conjunto admite un maximo o un minimo, éstos son UNicoS(en cada caso) puessiaya’
fueran dos maximos para B, como alJBy a” es cota superior de B, entonces all a”, pero también
a'LIBy a es cota superior de B, entonces a"[] a. Como [ es relacion de orden, es antisimétrica,
luegodeal @ L a‘l a,deducimos que a=a’

Analogamente si a y a" fueran minimos de B.

Un conjunto puede no admitir maximo y/o minimo, aun siendo acotado.

Las cotas, tanto inferiores como superiores, pudieran no existir para un conjunto, pero también
podrian ser muchas, incluso infinitas. Idéntica observacion puede hacerse respecto de maximales y
minimales.

Nota: Para los casos de supremos e infimos, es condicion necesaria para que €stos existan que el
conjunto sea acotado superior o inferiormente, segun el caso, pero si ésta fuera la situacion,
suponiendo que tuviéramos un conjunto acotado superiormente; la definicién nos dice que el
supremo es el minimo en el conjunto de las cotas superiores (podemos decir que es la menorde las
cotas superiores), y este minimo podria no existir, pero si existiera, seria UNicO, como vimos
anteriormente. Analogamente el infimo es el maximo en el conjunto de las cotas inferiores, o sea,
la mayorde las cotas inferiores de A, y, como expresamos antes, podria no existir, pero si existiera,
seria Unico.

Ejemplos
1)En(R , <),sea B ={ x/0<x<1 } = (0, 1] (intervalo semiabierto)
5
1,2, E , 12 son cotas superiores de B, es mas, el conjunto de cotas superiores de B es { X/ X2 1} ;
1 =sup B= max B.
0,-1, —% , —16 son cotas inferiores de B; el conjunto de cotas inferiores de B es { X/ X< O} ;

0=infB; Bno tiene minimo.
Tiene un Gnico elemento maximal, el 1, y ningiin minimal.

2) Sea A ={ 1, 2,3, 4, 5} ,(P(A), L) o sea, P (A) ordenado por inclusion.

Llamemos B =P (A), ¢ =min B =infB, también es la tinica cota inferior y el tinico minimal.
A = max B =sup B, ademas es el tinico maximal y la tinica cota superior.
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Para el mismo conjunto ordenado sea

F={{12}. {L2.3}.{13}. {135}, {4}}
Cotas superiores de ¥ : A; A =sup¥

Cotas inferioresde F: ¢ ; ¢ =inf. ¥
Maximales de 7 : {1,2,3} , {1,3,5} , { 4}
Minimales de 7 : { 1,2}, { 1,3}, { 4}

F no tiene maximo ni minimo.
Ejercicios

1) Sean (A, [J ) un conjunto ordenado, BLIA , BZ ¢ ; demostrar que:

i) siBtiene minimo b, entonces b =infB, y b es el tnico minimal de B.
i) siBtiene maximo a, entonces a =sup B, y es el tinico maximal de B.

2) Sean (A, [ ) un conjunto totalmente ordenado, BLIA , B ¢ ; demostrar:

i) a es minimo de B sii aes minimal. En tal caso, hay un tinico minimal.
i) b es maximo de B sii b es maximal. En tal caso, hay un unico maximal.

Este ejercicio prueba que en un conjunto totalmente ordenado, los conceptos de minimal y maximal
se funden en los de minimo y maximo respectivamente.

3)Sean A£¢ ,(P(A), L), osea, P(A) ordenado por inclusion, F LI P (A), F#¢.

Demostrar que U B=sup¥ L ﬂ B =inf # . ;Es verdadero o falso que se verifique siempre
BOF BOF

que U B=max ¥ ylo ﬂ B=min ¥ ? Justificar.

BOF BOF

Definicién: Sea (A, L1 ) un conjunto ordenado, diremos que es bien ordenadqb.o0), o que [ es
un buen orderpara A, si todo subconjunto no vacio de A tiene minimo.

Ejemplos

1) En cualquier conjunto ordenado (A, 1 ), todo subconjunto es ordenado con el orden inducido y
¢ es bien ordenado, pues no admite subconjuntos no vacios.

2) Los conjuntos unitarios { a} son b.o. en cualquier conjunto ordenado (A, [ ).

3)En (R , <), todo conjunto binario { a, b} es b.o., también los conjuntos ternarios { a, b, C}
son b.o. (Esto vale en general para todo (A, [] ) totalmente ordenado)

Ejercicios

1) Sea (A, [J ) un conjunto ordenado, demostrar que si es b.o. es totalmente ordenado. ;Vale la
reciproca?
2)SiALI B L Besb.o. = Aesb.o.
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Relaciones de Equivalencia

Definicién: Sea A un conjunto no vacio, [] una relacion en A.
[J es una relacién de equivalenaiies reflexiva, simétrica y transitiva.
Ejemplos

1) Sea Ael conjunto de rectas del plano, [ la relacion:
r U ssiiresparalelaas (r//s)

Esta relacion es reflexiva, porque toda recta es paralela a si misma; simétrica, porque si
rlls = slir; vy transitiva, pues si r//s L s/lt = r/lt, luego , es de equivalencia.

2) Sea B el conjunto de triangulos en el plano, = la relacion:
a = [ = O escongruente a 3, donde a, 5 B.

La congruencia de triangulos, también es una relacion de equivalencia.

3) Sea Cun conjunto no vacio, [ la relacion de igualdad:

XAC, xOy sii x=y

Esta relacion es reflexiva, simétrica y transitiva, pero ademas es también antisimétrica, luego es
relacion de equivalencia y de orden al mismo tiempo.

4) En Z (conjunto de nameros enteros), NLJ N, definamos la relacion = (méd n)
(se lee congruencia médulo n ):

@b (Mmodn siysolosi r(a-b)

Esta relacion se lee: a es congruente ab modulo nsiy sélosi n dividea (@—Db.

Veamos que es de equivalencia.

(Es reflexiva? Si, pues n | (a—a)=0 (todo nimero natural divide a 0 pues 0 = 0.n),

luego a=amédn HalZ.

(Es simétrica? Si, pues si a = b (mdd 1, entonces n | (a—b),luego [k Z tal

que a—b=k.n dedonde b—a=(-k.n,—KIZ ,porlotanto n |(b—a),

yasi b = a(maodn.

(Es transitiva? Si, puessi @ = b (médn L b = ¢ (mdd n) entonces existenk, h(17Z tales que
a—b=k.nL b-c=h.n, sumando miembro a miembro (m.a.m) obtenemos que
a—-c=k+h)n, con k+hllZ, luego n | (a—cC),entonces a = c(modn.

Particiones

Definicion: Sea (A).
(estoes A LIB Ui Ol ). Se dice que la familia (A)
1. Az O UI

2. 00,00 ,i# ] severificaque An A =¢

3.|JA=8B

ial

una familia dada de subconjuntos de un conjunto B

., ©suna particion de B si verifica:
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Ejemplos

1. La familia { P, ]I} , donde P designa al conjunto de enteros pares ¢ I al conjunto de los
enteros impares, constituye una particion de Z .

2. La familia (A)iDZ donde A =[i,i+1) Ui OZ constituye una particién de R

3. La familia (Ci)iDZ donde C, :[ Li+1 ] i Z , no constituye una particion de R porque
CnC, #o.

Clases de equivalencia y Conjunto Cociente

Definicion: Sea = una relacion de equivalencia en el conjunto A, allA.
Se denomina clase de equivalencia de a, y se lo nofa, al conjunto:

a={x/x0AD x= g

El conjunto de todas las clases de equivalencia en el conjunto A, se denomina Conjunto Cociente
de la relacion= , y se nota:
A ={ a/alA )

La familia formada por las clases de equivalencia distintas del conjunto cociente determina una
particion en Apues:
) azg, UHallA

ii) para a, bLIA, se verifica una y solo una de estas dos condiciones: a =b L anb =g¢.

i) (Ja=A

allA

Demostracion

i) Dado que la relacién =, al ser de equivalencia, es reflexiva, tenemos que a=<a [JallA, y asi
alla, DalA

i) Sianb#g¢,entonces OcOA/ cdalcOb, luego c=a O c= b, por ser simétrica y

transitiva, implica que @a=Db con lo cual adb. Ademss si x[Ja, entonces X=a, y como
a=Db, por transitividad, X=b, conlocual x(Ob,yasi a Ob.

Razonando en forma simétrica, tenemos que bOa , luego a=>b.
iii) @ OA JadA, luego (Ja OA
alJA
Por otra parte si X LIA, como XX 0O X LI U a, entonces X L U a,asi AU U a.
alJA alJA alA

Por lo tanto U a=A

alJA

Reciprocamente, si la familia (A) es una particion del conjunto B, la relacion

iol

X~y siysélosilil tal que x,ylJ A
es una relacion de equivalencia en B
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Demostracion

* Es reflexiva, pues si X[JB , como (A) es una particion de B, se verifica que

iol
UA =B, por lo tanto [Jj I tal que XUJ A, ; como por la relacion definida todos los
il

elementos de Aj estan relacionados entre si, en particular X ~ X.

» Es simétrica, pues si X, Y B son tales que X~ Y entonces [Ji ]I tal que x,yO A ,

0 sea que Y , X ambos estan en el mismo conjunto A , porlotanto Yy~ X.

» Es transitiva, pues si X, Y, z[] Bson tales que X~ Y [l Yy~ Z, tenemos que
X~y « U0l talquex,ydA
y~z < 0jOI talquey,zOA
como (A)iDI es una particionen B, Ok,hO |1 ,kZh = A n A =g,
luegosi yLUA N A entoncesi=jL1 A=A
Asi OiOl tal que x,y,z00 A, en particular X , zLJ A por lo tanto X~ Z

Ejemplos
1) Volvamos a la congruencia médulo nen Z ; paran =2
a=b(mod2) siysolosi 2 |(a-b) sii a—b espar.

Sabemos que la suma y diferencia de dos nimeros enteros es par si y s6lo si ambos son pares o
ambos son impares, esto es, si y solo si tienen la misma paridad. Luego tendremos dos clases de
equivalencia:

6={XDZ /2|X} ={ xU Z /xespar }=P
I={XDZ/ 2|(X—1)} ={ xU Z / x es impar }=]I

Entonces, el conjunto cociente de la congruencia méd. 2 es finito, y tiene dos elementos:
% moan - (1) -
/E(mod2) 0.1p ={P.1}

2)En 7Z , la congruencia modulo 3.

a=b(mod3) siysoélosi 3|(a-b)

En este caso ya no es tan evidente, como lo es para 2, cuando la diferencia de dos nimeros es
multiplo de tres, asi que veamos algunos ejemplos:

0=3=6=-3=-9=18 = -15= 600 = —1290 (Mbd 3)
1=4=7=-2=-8= 13 = -14 = 1000 = —599 (mAd 3)
2=5E 2 = —61 = -1000 = 800 (mod 3)

= -1 =20 = 998

0F1,1¥# 2,2 # 1(mdd 3), luego ninguno de los nimeros congruentes con 0 lo sera con
ninguno de los congruentes con 2, ni los congruentes con 1 lo seran con los que lo son con 2; pero
eso igual no resuelve el problema de determinar las clases mod 3.
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Supongamos que X=0 ( mdd 3) , entonces X — 0 es multiplo de 3, luego X es multiplo de 3;
reciprocamente, si X =3k, KJZ, claramente 3| (X=0) pues x—-0=x y 3|X.

Luego 0= { X/ 3 | X} = { 3k / kU Z} =37 (esta notacion designa al conjunto de los enteros
multiplos de 3).

Sea ahora X=1(mod 3), luego X — 1 es multiplo de 3, 0 sea, X —1=3kcon kL Z, luego
x =3k + 1, lo que equivale a decir que X tiene resto 1 en la division por 3. Reciprocamente, sea X
con resto 1 en la division por 3, luego X =3q + 1, donde qLI Z y es el cociente en la division de X

por 3; entonces X —1=3q,y asi 3| (X=1),conlocual X=1(mod 3).

Luego T ={x / 3| (x=1)} ={3k+1/kUZ}.

En forma analoga se demuestra que 2 es el conjunto de los enteros con resto 2 en la division por 3,

2 ={x/3|(x-2)} ={3k+2/k02Z}.

Como todo niimero entero tiene uno y solo uno de estos tres restos en la division por 3: 0, 1 o 2,
tenemos solo tres clases de equivalencia (mod3):

%(méd3) :{6’ I ﬂ

Comentario

Si = es una relacion de equivalencia en el conjunto A, allA, y & es su clase de equivalencia, a
se denomina un representante d&. Como seguramente habra otros bl @, también b es un
representante de @, en definitiva cualquier elemento que pertenezca a @ podra ser llamado un
representantede esa clase de equivalencia. Cierto tipo de relaciones tienen, lo que podriamos
llamar representantes canonicpsra sus clases de equivalencia, por ejemplo, en las dos relaciones
vistas anteriormente:

Congruencia mo@ : 0 es el representante canénico de 0 , aunque pueda uno designar muchos
otros representantes de esta clase 2, -2, 4, —4, 6, —6, etc.

1 es el representante candnico de 1, pero hay muchos otros representantes —1, 3, =3, 5, =53, etc.

Congruencia mod: 0 es el representante candnico de 0 , aunque pueda uno designar muchos
otros representantes de esta clase 3, -3, 6, —6, 9, -9, etc.

1 es el representante candnico de T, pero hay muchos otros representantes —2, 4, —5, 7, —8, etc.

2 es el representante candnico de 2 , pero se pueden tomar otros representantes —1, 5, — 4, 8, — 7,
etc.

Nota: Obsérvese que las clases de equivalencia moédulo n son notadas de la misma manera para
distintos N ; eso no debe inducir a confusiones porque, para cada n, aunque la notacion que usemos
sea la misma, el simbolo @ designa conjuntos diferentes, como puede observarse en los ejemplos
precedentes.

Notacion: Al conjunto cociente correspondiente a la relacion de congruencia méd nlo

designaremos Z ,osea Z 6 = % (méd n
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En el ejemplo de relacion de equivalencia donde A es el conjunto de rectas del plano, [ la
relacion:

r LI s sii resparalelaas(r//s)

Toda recta del plano r es paralela a una y solo una de las rectas que pasan por el origen de
coordenadas, y cada una de éstas, a su vez, determina una clase diferente de las demas, porque dos
rectas que pasan por el origen son paralelas si y s6lo si son iguales. En este caso, se pueden elegir
las rectas que pasan por el origen como representantes canonicos en sus respectivas clases de
equivalencia.

Ejercicio: Sea R el conjunto de nimeros reales y < la relacion en R definida por:

X<y si x-¥YZ

i) Demostrar que < es una relacion de equivalencia en R

ii) Determinar un subconjunto de R que pudiera ser considerado un conjunto de representantes
canoénicos de las clases de equivalencia, siguiendo la idea utilizada en el ejemplo de las rectas del
plano.

Aplicaciones de las relaciones de equivalencia:

Mostraremos con algunos ejemplos, de qué manera se usan las relaciones de equivalencia en
Matematica.

Desde el punto de vista intuitivo, cada vez que se quieren ‘“identificar” elementos de un
determinado conjunto que satisfacen una misma propiedad, es decir, crear un conjunto en el que
todos ellos funcionen como uno solo, se intenta definir una relacion de equivalencia que cumpla
con ese objetivo, o sea, tal que los elementos relacionados sean justamente los que queremos
identificar.

Por ejemplo, en la relacion de paralelismo de las rectas del plano, muchas de las propiedades sobre
rectas basta demostrarlas para uno de los representantes de cada clase, y sin mas, se extiende a las
demas rectas de esa misma clase : por ¢j. si t es perpendicular a r, serd perpendicular a S, para toda
stal que r//s.

Ejemplo 1: Definir el conjunto Z de numeros enteros, conociendd, (conjunto de nimeros
naturales con el ceraon sus operaciones.

En N, x N, definimos la siguiente relacion:
(a,b L (c,d) siysélosia+d=b+c
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(Es de equivalencia?

Reflexiva ; (a, b) Ll (a, b)?.Sipues a+b=b+a

Simétrica: ; @, b) L (c, d